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Introduzione

Gli integrali di McShane e di Henstock in R™ si basano sulla nozione di gauge e di partizione
puntata. Entrambe le nozioni sono profondamente legate alla struttura geometrica del dominio. Di
conseguenza, fin dalla definizione, € chiaro che questi integrali differiscono concettualmente in
maniera profonda dall’integrale di Lebesgue che, invece, ha come unica richiesta sul dominio che
sia uno spazio di misura. Inoltre, proprio in virtu del fatto che I'integrale di Henstock in R tiene in
considerazione la geometria del dominio, in tale contesto vale il secondo teorema fondamentale
del calcolo, che connette la nozione geometrica di derivabilita con la nozione di integrabilita: la
derivata di ogni funzione derivabile &€ Henstock integrabile e ogni funzione integrale della derivata
differisce per una costante dalla funzione di partenza. Giacché l'integrale di McShane é
equivalente all'integrale di Lebesgue (si veda [Gor94]), il secondo teorema fondamentale del
calcolo, non valendo in tale piena generalita per l'integrale di Lebesgue, cessa di valere per
I'integrale di McShane. Tuttavia, dal momento che anche lintegrale di McShane tiene in
considerazione la struttura geometrica del dominio, questa situazione puo sembrare assai
singolare.

Scopo di questo lavoro e, da un lato, di proporre e sviluppare una teoria assiomatica
dell’'integrazione che si fondi su quelle proprieta geometriche di R™ che permettono all’integrale
di McShane e di Henstock di funzionare, prendendo queste come assiomi e permettendo quindi di
svincolarsi dall’ambito euclideo; dall’altro, di sviluppare in tale contesto astratto una teoria della
derivazione in maniera tale che valga sempre il secondo teorema fondamentale del calcolo.
Naturalmente, come in ogni teoria dell’integrazione che si rispetti, mostreremo che in tale
contesto valgono le classiche proprieta dell’integrale e anche i teoremi di passaggio al limite sotto
il segno di integrale, responsabili del successo dell’integrale di Lebesgue.

A tale procedura di integrazione verra dato il nome di integrale astratto di gauge.

Sara chiaro allora che gli integrali di McShane e di Henstock sono due casi particolari di integrale
astratto di gauge e sara anche chiaro il motivo per il quale, per I'integrale di McShane, non valeva
il “classico” secondo teorema fondamentale del calcolo: la definizione classica di derivata non &
guella naturale per la procedura di integrazione di McShane.

Infine, indagheremo le relazioni che sussistono tra l'integrale astratto di gauge e l'integrale di
Lebesgue, sotto opportune condizioni di regolarita.



Capitolo 1. Spazi gauge-misurabili

1.1 Notazioni

Indicheremo con N I'insieme degli interi non negativi, mentre con N, I'insieme degli interi positivi.
Se X & un insieme, indicheremo con g(X) l'insieme delle parti di X.

Se X & un insieme, indicheremo con @[X] I'insieme delle parti finite di X.

Se X & un insieme finito, indicheremo con #(X) il numero di elementi di X.

Se X & un insieme e Y c o(X), l'insieme UyeyY verra denotato anche con U(Y) mentre
I'insieme Nyey Y verra denotato anche con N(Y).

SeX,Y,Z sonoinsiemi, f : X — Z eY c X, indicheremo con f|y la restrizionedi f aY.

Se (X, T) & uno spazio topologico, indicheremo rispettivamente con Intx , Cl(x 1), d(x,r), Clint(x 1)
gli operatori di interno, chiusura, frontiera e chiusura dell’interno di (X,7) o, se il riferimento a
(X, 1) & evidente dal contesto, semplicemente con Int, Cl, 9, Clint.

Se (X, ) € uno spazio topologico e x € X, indicheremo con 7, I'insieme {T € T | x € T}.

Se X & un insieme, ~ & una relazione di equivalenza su X e x € X, indicheremo con [x]. la classe
di equivalenza di x rispetto a ~.

La fine delle dimostrazioni verra indicata col simbolo 0.

Algebre di Boole

Assumeremo che il lettore abbia familiarita con le algebre di Boole e con le relative proprieta
elementari, delle quali richiamiamo la definizione e alcune proprieta, principalmente per fissare le
notazioni.

1.2 Definizione (algebra di Boole)
Se la sestupla (4,A,V, —,0,1) & tale che:
- A eéuninsieme;
- 0,1€4;
- At A X A — A eé associativa, commutativa con 1 come elemento neutro;
- V: A X A — A é associativa, commutativa con 0 come elemento neutro;
- 1t A—> A4
- Vay,a, €A (a;Nay)Va, =ay;
- Vai,a, €A (a;Vay) Aa, = ay;
- Vai,ay,a3 €A, (a;Nay)Vas =(a,Vas)A(a, Vas);
- Vai,a,a3 €A,(a;Vay)Aas =(a; Aag) VvV (a, Aas);
- Va€AdaA(—a)=0;
- Va€eAaVv(—a)=1;
diremo che (4,A,V, =,0,1) € un’algebra di Boole.
Nel seguito, con abuso di notazione, indicheremo un’algebra di Boole (4,A,V, —,0,1) soltanto con
A, sottintendendo AV, 1,0,1.



1.3 Osservazioni e definizioni

Se A e un’algebra di Boole, & possibile definire una relazione d’ordine in modo naturale, ponendo
<={(a;,a;) EAXA|a; Aa, = a;}.

Nel seguito, quando parleremo di relazione d’ordine definita in un’algebra di Boole,

sottintenderemo sempre tale relazione.

Inoltre, in virtu dell’associativita e della commutativita delle operazioni A e V, & possibile definire

A V:p[A] — A come quelle uniche applicazioni che, se C € p[A] e c: {1,...,n} — C & una

enumerazione di C, soddisfano

/\(C) = ((c1Ac) A ) A cn,\/(C) = ((1VE) V) Ve

Infine, se a{,a, € A, con la notazione a,\a, indicheremo I'’elemento a; A (—a,).
1“2 1 2 1 2

1.4 Osservazioni e definizioni (sottoalgebra di Boole)
Se A e un’algebra di Boole e A; € A e tale che:
- 01€ed4y;
- A; echiusorispettoa AV, —;
diremo che A; € una sottoalgebra di A.
Se B c A, lintersezione di tutte le sottoalgebre di A che contengono B & evidentemente una
sottoalgebra di A che contiene B e verra detta sottoalgebra generata da B.

1.5 Definizione (semianello)
Se A € un’algebra di Boole e B c A é tale che:
- 0€B;
- Vby,b, €B,by Ab, € B;
- Vb, b, € B,3C € p[B], tale che b;\b, = V(C) e VYci,c, €C, se ¢, # ¢, allora ¢y Acy, =
0;
diremo che B e un semianello di A.

1.6 Notazione
Se:

- A e un’algebra di Boole;

- B éunsemianello di 4;
indicheremo con B° I'insieme B\{0}.

1.7 Osservazione e definizione
Se A & un’algebra di Boole e a € A, porremo
A, ={b€eA|b<al
E allora evidente che, posto:
- At Ag X Ag — Ag, (ay,a2) > ag Aay;
- VaiAg X Ag — Ag, (ay,az) — ay Vay;
- —gi Ay — Ag, b — a\b;
la sestupla (A4,A4, Ve —g, 0, @) & un’algebra di Boole.
Inoltre, se B & un semianello di 4, porremo
B,={b€B|b<a}



Anche in questo caso, € evidente che B, & un semianello di 4.
Infine, se B genera A, anche B, genera 4,.

Sistemi di intorni regolari

1.8 Definizione

Se:
- X éuninsieme;
- A eun’algebra di Boole;
- J:X > p(4);
- a€Ai
allora:

- indicheremo con Int;(a) I'insieme {x € X | a € 7(x)};

- indicheremo con Cl;(a) l'insieme {x € X | Vi € I(x),i Aa # 0};
- indicheremo con 9d5(a) I'insieme Cl;(a) \ Int;(a);

- porremoJ, : Cly(a) — p(Ay) ,x — {ina|ie€I(x)}

1.9 Definizione (sistema di intorni regolare)
Se:
- X éuninsieme;
- A eun’algebra diBoole;
- J:X — p(4);
- Vx€X,I(x) = 0;
- Vx€X,0¢I(x);
- Vx€eXViei(x),Va€e A, sei<aalloraa € I(x);
- Vx € X,Viy, i, €I(x),iy Ay € I(x);
- VaeA%3axeX,aeilx);
- Vx €X,Vi; € 7(x),3i, € I(x),Cly(i,) < Inty(iy);
diremo che J e un sistema di intorni regolare di X in A.

1.10 Osservazione
Se:

- X éuninsieme;

- A e un’algebra di Boole;

- J é un sistema di intorni regolare di X in 4;
allora:

- Inty(0) = ©;

- Cly(0) = @;

- 67(0) = @;

- Jp=0.



1.11 Proposizione

- A un’algebra di Boole;
- J unsistema di intorni regolare di X in A.

- Va € A,Inty(a) c Cly(a);

- Va € A, Inty(a) = X\ Cly(—a);

- Va € A,Cly(a) = X\ Inty(—a);

- Va€ A, 04(a) = 05(na);

- Vay,a, € A, Inty(ay) NInty(a,) = Inty(a; A a,);
- Vay,a, € A,Cly(ay) U Cly(ay) = Cly(ay V ay);

- Vay,a, € A,sea; < a,alloralnt;(a;) c Inty(ay);
- Vay,a, € A,sea; < a,alloraCly(a;) c Cly(ay);
- Vay,a, € A Inty(ay) U Inty(a,) c Inty(aq V ay);
- Vay,a, € A,Cly(ay) N Cly(ay) 2 Cly(ag A ay);

- Va € AVa, € Ay, Inty(a;) N Cly(a) € Inty, (ay);
- Va€AVa, € 4y,Inty, (a;) < Cly(ay);

- VYa €A, Va; € A, Cly (ay) c Cly(ay).

Dimostrazione
Siano a € A e x € Inty(a). Allora a € 7(x). Dunque Vi€ J(x),iAa € I(x) e quindi Vi€
J(x),i ANa # 0, ossia x € Cl;(a). Dall’arbitrarieta di x e a, segue che Va € A, Int;(a) c Cly(a).
Siaa € A. Sia x € Inty(a). Allora a € 7(x) e, poiché a A (—a) = 0, si ha che x & Cl;(—~a). Dunque
x € X\ Cly(—a). Dall’arbitrarieta di x, segue che Int;(a) € X\ Cly(—a). Sia x € X\ Cl;(—a). Sia
i€J(x) tale che iA(=a)=0. Alora i<a e dunque a€J(x), ossia x € Inty(a).
Dall’arbitrarieta di x, segue che X\Cl;(—a) cInt;(a). Dunque Int;(a) = X\ Cly(—a).
Dall’arbitrarieta di a, segue che Va € A4, Int;(a) = X\ Cl;(—a).
Siaa € A. Allora
Clg(a) = Clg(—|(—|a))
= x\(x\Cly(~(-a)))
= X\(Inty(=a)).
Dall’arbitrarieta di a, segue che Va € A4, Cl;(a) = X\ Inty(—a).
Siaa € A. Allora
d5(a) = Cly(a)\Inty(a)

= X\ Int;(=a))\(X\ Cly(—a))

= (Inty(=a))° N Cly(=a)

= Cly(=a) \Inty(—a)

= 0;(na).
Dall’arbitrarieta di a, segue che Va € A, d;(a) = d;(—a).
Siano a4,a, € A. Sia x € Inty(a;) N Inty(a,). Allora a; € I(x) e a, € I(x). Dunque a, Aa, €
J(x), cioé x € Int;(a, A a,). Dall’arbitrarieta di x, segue che Int;(a;) N Inty(a,) c Int;(a; A a,).
Sia x € Inty(a; A ay). Allora a; Aa, € J(x). Dunque a, € 7(x) e a, € 7(x), cioé x € Int;(a;) N
Int;(a,). Dall’arbitrarieta di x, segue che Int;(a; Aa,) < Inty(a;) Nint;(a;). Dunque



Int;(a;) N Int;(a,) = Inty(a; Aa,). Dall’arbitrarieta di a; e a, segue che Va,,a, €
A, Int;(a;) N Inty(a,) = Inty(a; A ay).
Siano a4, a, € A. Allora
Cly(a) UCly(az) = X\Inty(=ay)) U (X\Inty(—az))

= (Inty(=ay))° U (Inty(may))®

= (Inty(=ay) NInty(nay))°©

= (Inty( (may) A (=ay)))’

= (Inty(=(a; v a)))°

= X\Inty(=(a; vV ay))

= Cly(a; Va,).
Dall’arbitrarieta di a; e a,, segue che Va4, a, € A,Cl;(a,) U Cly(a,) = Cly(a; V a,).
Siano aq,a, € A tali che a; <a,. Allora Inty(a;) = Inty(a; A a,) = Inty(a;) NInty(a,) c
Int;(a,). Dall’arbitrarieta di a; e a,, segue che Va,,a, € A, se a; < a, allora Inty(a,) c
Int;(a,).
Siano ay,a, € A tali che a; < a,. Allora Cl;(a,) c Cly;(ay) U Cly(a,) = Cly(ay V ay) = Cly(ay).
Dall’arbitrarieta di a, e a,, segue che Va,,a, € A, se a; < a, allora Cl;(a,) c Cl;(a,).
Siano ay,a, € A. Poiché Inty;(a;) c Inty(a; Va,) e Inty(ay) c Inty(a; Va,), si ha che
Int;(a;) U Inty(a,) < Inty(a, V a,). Dall’arbitrarieta di a; e a,, segue che Va,,a, €
A,Int;(a,) U Inty(a,) c Inty(a, V a,).
Siano ay,a, € A. Poiché Cl;(a; A ay) c Cly(ay) e Cly(ay Aay) € Cly(ay), si ha che Cly(a; A
a,) c Cly(a,) N Cly(a,). Dall’arbitrarieta di a; e a,, segue che Va,, a, € 4,Cl;(a; Aa,) C
Cly(ay) N Cly(ay).
Siano a € A e a; € A,. Sia x € Int;(a,) N Cly(a). Allora a; € 7(x), dunque a = a; Aa € J,(x),
ossia x € Inty (a;). Dall'arbitrarieta di x, segue che Int;(a;)NCly(a) c Inty (ay).
Dall’arbitrarieta di a, e a, segue che Va € A,Va, € Ay, Inty(a;) N Cly(a) c Inty (a,).
Siano a € A e a; € A,. Sia x € Inty_(a;). Allora a; € J,(x). Sia i € J(x) tale che a; = i A a. Sia
jE€I(x). Allora jAa, =jA(iAna) = Ai)Aa. Poiché jAi € I(x), si ha, poiché x € Cly(a),
che (JAi)Aa#0. Dunque jAa;#0. Dallarbitrarieta di j, segue che x € Cly(a,).
Dall’arbitrarieta di x, segue che Intga(al) c Cly(a,). Dall’arbitrarieta di a; e a, segue che
Va € A,Va, € Ay, Inty (a;) c Cly(ay).
Sianoa € A e a; € Ag. Sia x € Cly (a,). Siai € J(x). Allorai Aa € J,(x). Dunque a; A (i Aa) #
0. Poiché a; A (i Aa) < a; Ai, segue che a; Ai # 0. Dall’arbitrarieta di i, segue che x € Cl;(a,).
Dall’arbitrarieta di x, segue che Clja(al) c Cly(ay). Dall’arbitrarieta di a; e a, segue che
Va € A,Va,; € Ag,Cly,(a;) c Cly(ay).



1.12 Proposizione
Siano:
- X uninsieme;
- A un’algebra di Boole;
- J unsistema di intorni regolare di X in A4;
- a€A.
Allora J, & un sistema di intorni regolare di Cl;(a) in 4,.

Dimostrazione
Sia x € Cly(a). Poiché 7(x) # @, siai € I(x). Allorai A a € J,(x). Dall’arbitrarieta di x, segue che
vx € X,7,(x) + 0.
Sia x € Cl;(a). Poiché, per la definizione di Cl;(a) si ha che Vi € 7(x),a Ai # 0, allora siccome
ogni elemento di J,(x) & della forma aAi per qualche i € J(x), si ha che 0 ¢& J,(x).
Dall’arbitrarieta di x, segue che Vx € X,0 & 7,(x).
Siano x € Cly(a),j € 7,(x),b € A, taliche j < b.Siai € J(x) talechej=iAa.Allorai < b Vi
edunqueb Vi € J(x).Segueche (bVi)Aa€ I, (x). Ma
(bvi)ha=(MbAa)Vv(ina)=bVj=h.
Dunque b € J,(x). Dall’arbitrarieta di b,j e x segue che Vx € X,Vj € 7,(x),Vb € Ay, se j<b
allorab € 7,(x).
Siano x € X, j,j, € 7,(x). Siano iy, i, € I(x) taliche j, =i; Aaej, =i, Aa.Allora
Jinjz=(Na)A(ixAa) = (iy Aip) Aa € T ().
Dall’arbitrarieta di j;, j, e x, segue che Vx € X,Vj,,j, € 9,(x),j1 A ja € T4 (x).
Siab € AY. Allora b € A°. Sia dunque x € X tale che b € 7(x). Poiché b < a,sihachea € 7(x) e
dunque x € Int;(a). Segue che x € Int;(a) < Cl;(a). Infine, osservando che b = b A a, abbiamo
che b € 7,(x). Dall’arbitrarieta di b, segue che Vb € A%,3x € Cl;(a), b € I,(x).
Sia x € Cly(a). Sia j; € 3,(x). Sia i; € I(x) tale che j; = i; Aa. Sia i, € J(x) tale che Cl;(i,) ©
Int;(i,). Allora i, Aa € 3,(x). Inoltre
Cly (i Aa) Cly(i, A a)
Cl; (i) N Cly(a)
Int;(i;) N Cly(a)
Inty (iy A a)

Inty, (j1) -

C
C
C
C

Dall’arbitrarieta di j; e di x, segue che:
Vx € Cly(a), Vj; € J,(x),3j, € I4(x),Cly, (j2) < Inty, (jy).

1.13 Notazione
Se:

- A eun’algebra di Boole;

- J é un sistema di intorni regolare di X in 4;
nel seguito, indicheremo con 7(4, 7) I'insieme

{U Int,(a) | E € go(A)}.

a€E



1.14 Proposizione
Siano:

- A un’algebra di Boole;

- J unsistema di intorni regolare di X in A.
Allora (X,7(4,7)) & uno spazio topologico di cui I'insieme {Int;(a) | a € A} costituisce una base.
Inoltre, se a € A, la topologia di sottospazio indotta su Cl;(a) da (X,7(A4,7)) coincide con la
topologia T(44,7,).

Dimostrazione
Abbiamo visto che Vay, a, € A, Int;(a,) N Inty;(a,) = Int;(a; A a,), dunque {Int;(a) |a € A} &
una base per una topologia su X, costituita appunto dalle unioni di elementi di {Int;(a) | a € A},
ossia 7(4,7).
Per quanto riguarda I'altra asserzione, sia a € A. Sia x € Cl;(a). Allora la topologia di sottospazio
ha come base locale di intorni per x I'insieme {Int;(i) N Cl;(a) | i € 3(x)} mentre la topologia
(A4, ;) ha come base locale di intorni per x I'insieme {Intga(i Aa) |i€ ﬂ(x)}. Osserviamo che
Vi € 7(x),Inty (i) N Cly(a) c Inty (i A a).

Inoltre, se i € 7(x), sia j; € I(x) tale che Cl;(j;) < Int;(i). Allora

Vi € 3(x),Int;, (j; Aa) € Cly(j; A a) © Cly(j) N Cly(a) € Inty (i) N Cly(a).
Dunque, le due basi locali di intorni per x sono equivalenti e quindi, dall’arbitrarieta di x, le due
topologie coincidono.

1.15 Proposizione

Siano:
- A un’algebra di Boole;
- J unsistema di intorni regolare di X in A.
Allora:
- Va € A,Cly(a) = Cl(Inty(a)). In particolare Va € A, Cl;(a) & un chiuso di (X, 7(4, 7));
- Va € A, Inty(a) = Int(Cly(a));
- Va€ A, d;(a) = d(Inty(a)) = d(Cly(a)).
Dimostrazione

Siaa € A. Sia x € Cl;(a). Sia T € 7(4,7) tale che x € T. Sia i € J(x) tale che Int;(i) c T. Allora
iAa# 0 e dunque Int;(i A a) # @. Dunque @ # Int;(i A a) = Int;(i) N Int;(a) < T N Inty(a).
Dall’arbitrarieta di T, segue che x € Cl(Int;(a)). Dall’arbitrarieta di x, segue che ,Cl;(a) c
Cl(Inty(a)). Sia x € Cl(Inty(a)). Sia i € I(x). Poiché x € Int;(i) € ©(4,7), si ha che Int;(a A Q) =
Int;(a) N Int;(i) # @. Dunque aAi # 0. Dall'arbitrarieta di i, segue che x € Cly(a).
Dall’arbitrarieta di x, segue che Cl(Int;(a)) c Cl;(a). Dunque Cl(Int;(a)) = Cly(a).
Dall’arbitrarieta di a, segue che Va € A4, Cl;(a) = Cl(Inty(a)).
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Siaa € A. Allora
Int;(a) = X\Cly(—a)
X\ Cl(Inty (—a))
= Int(X\(Int;(=a)))
= Int(Cl;(a)).
Dall’arbitrarieta di a, segue che Va € A4, Int;(a) = Int(Cl;(a)).
Siaa € A. Allora

d5(a) Cly(a) \ Inty(a)
Cl(Inty(a)) \ Int(Int;(a))

d(Inty(a))

d;(a) = Cly(a)\Int;(a)
= CI(Cly(a))\ Int(Cly(a))
Dall’arbitrarieta di a, segue che Va € A,d5(a) = d(Int;(a)) = d(Cl;(a)).

1.16 Definizione (gauge)
Se:

- X éuninsieme;

- A eun’algebra di Boole;

- J é un sistema di intorni regolare di X in 4;

- 60X >4

- Vx€X,8(x) € I(x);
diremo che § & una gauge di X relativaa J.
L'insieme delle gauge di X relative a 7 verra denotata con G(X,7) o, se il riferimentoa X e J &
evidente dal contesto, semplicemente con G.
Inoltre, se a € A, porremo

Sja: Clhya) — A
x — d(x)Aa

e, se il riferimento a X e 7 & evidente dal contesto, ci riferiremo a G(Cl;(a),J,) semplicemente

con G,.

1.17 Osservazione
Se:
- X éuninsieme;
- A eun’algebra di Boole;
- J é un sistema di intorni regolare di X in 4;
- a€Ai

Allora G, = {64 | 6 € G}.
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1.18 Definizione e osservazione
Se:

- X éuninsieme;

- A e un’algebra di Boole;

- J é un sistema di intorni regolare di X in A;

- 61,6, €G;
allora porremo:

N6, X — A
x — §(x)AS(x).

Poiché Vx € X, Vi, i, € J(x),i; Ai, € I(x), & evidente che §; A S, € G.

Famiglie disgiunte finite e partizioni

1.19 Definizione (famiglie disgiunte finite)
Se:
- A e un’algebra di Boole;
- B e unsemianello che genera 4;
- Fegp[B];
- VYaq,a, €EF,seaq # ayalloraa; Aa, =0;
allora diremo che F & una famiglia disgiunta finita in B.
L'insieme delle famiglie disgiunte finite in B verra indicato con F(B) o, se il riferimento a B &
evidente dal contesto, semplicemente con F.

1.20 Definizione (partizioni)
Se:
- A e un’algebra di Boole;
- B éunsemianello che genera 4;
- PEeF,
- V(P)=1;
allora diremo che P & una partizione in B.
L'insieme delle partizioni in B verra indicato con P(B) o, se il riferimento a B & evidente dal
contesto, semplicemente con P.

1.21 Definizione e osservazione (coppie fondamentali)
Se:
- X éuninsieme;
- A e un’algebra di Boole;
- J é un sistema di intorni regolare di X in 4;
- B éunsemianello che genera 4;
- CcXXB;
- Vb € B%3x e Cly(b),(x,b) €C;
- V(x,c) €C,Vb € B,sex € Cly(b) allora (x,b Ac) € C;
- Vx€X, (x0)€EC;
diremo che C & un sistema di coppie fondamentali di (X,A,7, B).
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Inoltre, se a € A, indicheremo con C, I'insieme {(x,b) € C|x € Cl;(a) e b < a}.
E evidente che C, & un sistema di coppie fondamentali di (Cl;(a), A4, 74, By).

1.22 Osservazione
Se:
- X éuninsieme;
- A eun’algebra di Boole;
- J é un sistema di intorni regolare di X in 4;
- B éunsemianello che genera 4;
- C e D sono sistemi di coppie fondamentali di (X, 4,7, B);
- CcD;
- a€Ai
alloraC, € D,.

1.23 Definizione
Se:
- X éuninsieme;
- A eun’algebra di Boole;
- FrcXXA4
denoteremo con Point(F*) la proiezione di F* sulla prima componente di X X A e con Supp(F~*)
la proiezione di F* sulla seconda componente di X X A.

1.24 Definizione (famiglie puntate disgiunte finite)
Se:
- X éuninsieme;
- A eun’algebra di Boole;
- J é un sistema di intorni regolare di X in 4;
- B & un semianello che genera 4;
- C & un sistema di coppie fondamentali di (X, 4, 7, B);
- Freplc];
- V(xq4,by),(x5,b,) € F*,se by = b, alloraox; = x,, oppure b; = 0 = by;
- Supp(F*) € F;
diremo che F* € una famiglia puntata disgiunta finita di C.
L'insieme delle famiglie puntate disgiunte finite di C verra indicato con F*(C) o, se il riferimento a
C é evidente dal contesto, semplicemente con F*.
Inoltre, se a € A, 'insieme F*(C,) verra indicato con F,;(C) o, se il riferimento a C & evidente dal
contesto, semplicemente con F,.



13

1.25 Definizione (partizioni puntate)
Se:
- X éuninsieme;
- A e un’algebra di Boole;
- J éunsistemadiintorniregolare di X in A;
- B éunsemianello che genera 4;
- C & un sistema di coppie fondamentali di (X, 4, 7, B);
- P*eFT
- Supp(P*) € P;
diremo che P* e una partizione puntata di C.
L'insieme delle partizioni puntate di C verra indicato con P*(C) o, se il riferimento a C & evidente
dal contesto, semplicemente con P*.
Inoltre, se a € A, 'insieme P*(C,) verra indicato con P;(C) o, se il riferimento a C & evidente dal
contesto, semplicemente con 7.

Spazi gauge-misurabili

1.26 Definizione (famiglie puntate disgiunte finite e partizioni puntate 4-fini)
Se:

- X éuninsieme;

- A e un’algebra di Boole;

- J e un sistema di intorni regolare di X in 4;

- B éunsemianello che genera 4;

- C & un sistema di coppie fondamentali di (X, 4, 7, B);

- 0€G;

- F*€eF%

- V(x,b) € F*,b < 6(x);
diremo che F* e §-fine. L'insieme delle famiglie puntate disgiunte finite di C che sono §-fini, verra
indicato con F*(C, §) o, se il riferimento a C & evidente dal contesto, semplicemente con F*(6).
Inoltre, indicheremo con P*(C, &) I'insieme P*(C) N F*(C, ) o, se il riferimento a C & evidente
dal contesto, semplicemente con P*(6).
Infine, se a € A e n € G, se il riferimento a C & evidente dal contesto, I'insieme F*(C,, 1) verra
indicato con F; (n) e analogamente I'insieme P*(C,, 1) verra indicato con P} (n).

1.27 Definizione (spazio gauge-misurabile)
Se:
- X éuninsieme;
- A e un’algebra di Boole;
- J é un sistema di intorni regolare di X in 4;
- B éunsemianello che genera 4;
- C & un sistema di coppie fondamentali di (X, 4, 7, B);
- Va€A’V5 € G Pi(8,) #
diremo che (X, A4, 7, B, C) & uno spazio gauge-misurabile.



1.28 Osservazione

Se:
- (X,A,7,B,C) & uno spazio gauge-misurabile;
- D & un sistema di coppie fondamentali di (X, 4,7, B);
- CcD;

allora anche (X, 4,3, B, D) & uno spazio gauge-misurabile.

1.29 Teorema
Sia (X,A,7, B, C) uno spazio gauge-misurabile.
Allora (X,7(A, 7)) & compatto.

Dimostrazione

Sia T una famiglia di aperti di 7(4, 7) che ricoprono X.
Perognix € X,siaT, € T talechex € T,.

Per ogni x € X, sia a, € Atale che Cl;(a,) c Ty.
Poniamo

E evidente che § € G.
Sia P* € P*(6).
Allora, sfruttando la proposizione 1.11, otteniamo che:

X = Cly(1) = Cl (\/ Supp(P*)) = U Cly(a) C

aeSupp(P*)

1.30 Osservazione
Se:
- (X,A,7,B,C) é uno spazio gauge-misurabile;
- 6€gG;
- a €A
- P eP;(80);
allora3Q* € P*(8),P* c Q*.

Cl(5(x)) U T,

(x,a)EP*

Infatti & sufficiente prendere P; € ?ia(5|_|a) e notare che P* U P; soddisfa la tesi.

1.31 Osservazione
Se:
- (X,A,7,B,C) & uno spazio gauge-misurabile;
- FeF);
- b€ gv(F);
- Va€F,P;€P;(8a);

alloraUger Py € ?G(p;;)(5| V(F))'

14



15

Capitolo 2. Misura e integrazione sugli spazi gauge-misurabili

Definizioni e proprieta elementari

2.1 Lemma
Siano:
- (X,4,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- (Y, 1) uno spazio topologico di Hausdorff;
- FrPT—>Y;
- YuY2 €Y
tali che:
- VIEr,,35 €G,VP" € P(5),$(P) €L
- VvIEr,,5 € G,VP* € P"(8),$(P") €I
Alloray; = y,.

Dimostrazione
Supponiamo per assurdo non sia questo il caso. Siano dunque I; € 7, e I, € T,, disgiunti. Siano
61,0, € G tali che:

- VP e P (61),4(P) €Ly

- VP € P*(6,),#(P*) €.
Sappiamo che §; A8, €G e che P*(6;A6,) # @. Sia dunque P* € P*(5; Ad,). Allora
P* € P*(6;) N P*(5,) e dunque #(P*) € I; N I, = @, assurdo.

2.2 Definizione (limite decrescente in P*)
Se:
- (X,A,7,B,C) & uno spazio gauge-misurabile;
- (Y,71) & uno spazio topologico di Hausdorff;
- FiPT>Y;
- YyEY;
- VIET1,35 €G,VP € P (6),§(P) €L
diremo che # ammette limite per P* che si restringe in (X, 4,7, B,C) e porremo
(X,A,7,B,C) — l}i)pil#(P*) =y
o, se il riferimento a (X, 4,7, B, C) & evidente dal contesto, porremo semplicemente:
llingil F(P*) == y.
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2.3 Definizione (additivita e misura)
Se:
- A e un’algebra di Boole;
- pr A= [—oo, +o];
- Vay,a, €A,sea; Aa, = 0allorau(a; Vay) = ulay) + ulay);
diremo che u € additiva.
Inoltre, se u assume solo valori reali, diremo che u &€ una misura di A a valoriin R.
Infine, se Va € 4,0 < u(a) < +oo, diremo che u & una misura di A.

2.4 Osservazione
Se:
- A e un’algebra di Boole;
- peunamisuradi Aavaloriin R;
allora u(0) = u(0v 0) = u(0) + u(0), da cui u(0) = 0.

2.5 Definizione (somme di Riemann)

Se:
- (X,A,7,B,C) é uno spazio gauge-misurabile;
- uéeunamisuradiAavaloriinR;
- FreF%
- [ X—R;
porremo

D fhu= > FER®),
F* (x,b)EF*
con l'usuale convenzione che se F* = @ allora

ZfAu =0.
=

2.6 Definizione (integrabilita e sommabilita)
Se:
- (X,A,7,B,C) é uno spazio gauge-misurabile;
- uéunamisuradiAavaloriin R;
- [ X >R
sono tali che esiste in [—o0, + 0]

(X,A,9,B,C) — 1;1?2 fAu,
P*
diremo che f & u-integrabile in (X, A,7, B, C) e porremo
(X,A,7,B,C) — f fdu = (X,A,9,B,C) — l;pilz FAu
P*

o, se il riferimento a (X, 4,73, B, C) & evidente dal contesto, ci riferiremo a (X,4,7,B,C) — [ fdu
semplicemente con
ffd/,t.
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Se inoltre

ffdueR,

diremo che f & u-sommabile in (X,A,7, B, C).
L'insieme delle funzioni u-sommabili verra indicato con G(X, A, 7, B,C, 1) o, qualora il riferimento
a (X,A,7,B,C) sia evidente dal contesto, semplicemente con G(u).

2.7 Osservazione
Se:
- (X,A,9,B,C) e (X,A,7,B,D) sono spazi gauge-misurabili;
- CcD;
- uéeunamisuradi A avaloriinR;
- fegX,AI,B,D,uw;
alloraf € G(X,A,7,B,C,u) e

(X,A,9,B,C) — f fdu = (X,A,9,B,D) — f fdu.

2.8 Osservazione

Se:

- (X,A,7,B,C) é uno spazio gauge-misurabile;

- uéunamisuradiAavaloriin R;

- f : X — Re costante, con costante uguale a k € R;
allora:

- fegw;

- [ fdu = ku(1).
Infatti

VP eP ) fau= Y f@u®) = Y kp)=k Y u(b) =ku1)
P* (x,b)EP* (x,b)eP* (x,b)epP*

e dunque:

[ reu=1m > pan = kuco.
A

2.9 Teorema
Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- nunamisuradi A avaloriin R;
allora G(u) & uno spazio vettoriale su R e I'applicazione:

Guw) — R
oo [ ra

e un funzionale lineare.
Inoltre, se 1 € una misura su A4, tale funzionale & positivo.
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Dimostrazione

Parte 1
Siano f,g € G(u).
Siae > 0.
Siano 63,8, € G tali che:
- VP EP(8), T, fAu— [ fdul <3

- VP EP(8),IZp gAu — [ gdpl < 7.

Allora
Z(f +9)Ap — (f fdu+ f gdu)

VP* € P*(6; NF,),

< ZfAM—ffd# + ZgAu—fgdu
IS G
< € N £
s 5t5= E.
Dall’arbitrarieta di &, segue che
f+gegw)

e che:

f(f+g)du=ffdu+fgdu-

Dall’arbitrarieta di f e g, segue la chiusura di G(u) rispetto alla somma e I'additivita
dell’applicazione considerata.

Parte 2

Sianof € G(u) el €ER.

Se A =0, la tesi € banale.
Supponiamo allora che 4 # 0.
Siaeg > 0.

Sia § € G tale che

E
VP* € P*(5), ZfAu — ffdu < [FIk
.
Allora
VP EP(8), | ) Aftu- l]fdu = |y fau- jfdu
P* P*
< A=
S — = E£.
7l

Dall’arbitrarieta di &, segue che

Afegw

e che

J/lfdu = Ajfdu.
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Dall’arbitrarieta di f e A, segue la chiusura di G(u) rispetto al prodotto per numeri reali e
I’omogeneita dell’applicazione considerata.

Parte 3
Se u & una misura di 4 allora, quale che sia f € G(u) non negativa e P* € P*, si ha che Yp: fAu >
0, da cui segue la parte restante della tesi.

2.10 Teorema (criterio di Cauchy)
Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- nunamisuradi 4 avaloriin R;
- f : X > R;
allora sono equivalenti:
- fegu;
- V&> 0,38 €G,VP;,P; € P*(8),|Tp; fAu— Xps fAu| < e.

Dimostrazione
Se f € G(u), dimostrare che

Ve > 0,36 € G,VP;, P} € P*(5), ZfA,u—ZfAu <e¢
Py P;
€ una banale conseguenza della disuguaglianza triangolare.
Per il viceversa, per ognin € N, sia §; € G tale che:

VP:, Py € P*(5D), ZfAu - zfAu < %
Py P;
PerogniN € Ny sia 8y = 61 A ... A S4.
Per ognin € N, sia B, € P*(5,,).
Siaeg > 0.SiaN € N, taleche N > i Alloravm,n = N, B;, By, € P*(8y) e dunque

1
vmn =N, ZfAu—ZfAu <—<e

Py Py
Dall’arbitrarieta di &, segue che {Zp;l fA,u}nEN € una successione di Cauchy in R.
0

Dunque esiste reale

lim fApu.
n—oo
Py
Siae > 0.

SiaN € Ny taleche N > i
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Allora

VP EP(By), | fiu— lim > fau| = ZfAu ZfAu+ZfAu— lim ZfAM
P P,
ZfAu ZfAu + ZfAu— lim ZfAM

1

————s

<
- 2N+2N N~

IA

Dall’arbitrarieta di €, segue che f € G(u).

2.11 Teorema

Siano:

- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;

- nunamisuradi A avaloriin R;

- fegw;

- a€A.
Allora:

f| Cly(a) € g(Clj (a) vAw Ja, Ba, Co, ﬂIAa)'

Dimostrazione
Siag > 0.

Sia § € G tale che:
vP;, P € P*(5), ZfAu - ZfAu <e
Py Py

Siano P{, P, € ?;(6|a).
Sia P € P (8)-a)-
Allora P{ U P, P; U P; € P*(6) e dunque

z ficl@Bta, — Z ficb@Ata,| = | z ficu@Ata, + z ficl,(a)Ata_,
Py Py

Zf cly(=a)Ba_, — Zf cly (@)D a, |
= | D rau- )

P{UP; P;UP;

IA

E.
Dall’arbitrarieta di P{, P; e &, segue la tesi.
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2.12 Definizione

Se:
- (X,A,7,B,C) & uno spazio gauge-misurabile;
- uéeunamisuradi A avaloriinR;
- fegw;
- a€Ai
porremo

ffdll = fﬁc1g(a)dH|Aa-
a

2.13 Definizione
Se:
- X éuninsieme;
- A éun’algebra di Boole;
- J éun sistema diintorni regolare di X in 4;
- Pep,
- XEX;
indicheremo con P(x) 'insieme {a € P | x € Cl;(a)}.

2.14 Lemma
Siano:
- X uninsieme;
- A un’algebra di Boole;
- J unsistema di intorni regolare di X in A4;
- Pep,
- XEX;
allora x € Int;(V(P(x))) o, equivalentemente, V(P (x)) € 7(x).

Dimostrazione
Osserviamo che V(P\ P(x)) = = V(P(x)). Dunque:
cex\ | ] @ =xay(\/e\ran)=xan(=\/ew) =my (\/ee)

a€P\ P(x)

2.15 Teorema

Siano:
- (X,4,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- nunamisuradi A avaloriin R;

- feg;
- PePA);

> [ rau= [ ran

aep” @



22

Dimostrazione

Siae > 0.

SiaVa € P,Q, € P,(B,).

Sia Q@ = Uger Q-

Osserviamo che Q € P(B).

Sia, quale che siab € Q, 6, € G, tale che

€
VP* € Py(6p), ZfA,u—fbfdu SW.
Sia, quale che siab € Q, 6” € G tale che Sﬁ) = 0.
Definiamo
6: X — A
x = Nerwa\fem.
beQ

E chiaroche § € G.

Sia P* € P*(6).

Poniamo Vb € Q, P, = {(x,bAc) | (x,c) € P*}.

Asseriamo che Vb € Q,V(x,c) € P*,se b Ac # 0 allora x € Cl;(b).

Infatti, supponiamo per assurdo non sia questo il caso.

Siano dunque b € Q e (x,c) € P* taliche bAc# 0 e x & Cly(b). Allora b € Q(x) e dunque
bAV(Q(x)) =0, da cui @ =Inty(0) =Inty(b AV(Q(x))) = Inty(b) N Int;(V(Q(x))). Ora,
c <8(x) <V(Q(x)) edunque b Ac < V(Q(x)). D’altronde b A ¢ < b. Dunque

@ # Int,(b Ac) € Inty(b) N Int, (\/(Q(x))) — 9

assurdo.
Per la definizione di sistema di coppie fondamentali di (X, 4, 7, B), abbiamo allora che
Vb € Q,V(x,c) € P*,(x,bAc) EC.
Dunque:
vb € Q,P; € Py (5p)-
Inoltre, sfruttando I'additivita di u, notiamo che valgono:
- XpfAu= ZbEQ ZP; f| cly () Al 4,
Ylaep fa fdu = Yaep ZbeQa fb fdu = ZbEQ fb fdu.

Dunque
ZM”_ZIMM ZzﬁCIJ(b)AHMb_ZLfd:u

aep” @ beQ P beQ
< Z Zﬂclg(b)A#Mb —deﬂ
beo | P b
€
Z HQ+1-°
beo Q

Dall’arbitrarieta di P* e & segue la tesi.



2.16 Corollario

Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- nunamisuradi A avaloriin R;
- fegw;
- FeF);
allora
> [ rau=| ya
qer’a V(F)
Dimostrazione
E  sufficiente applicare il teorema precedente nello  spazio

(Cly V(F)), Ay, Jvery By, CV(F))'

2.17 Definizione (misura indotta)

Se:
- (X,A,7,B,C) é uno spazio gauge-misurabile;
- uéeunamisuradiAavaloriinR;
- fegw;

porremo

ur: A — R
a +— .ffdy.
a

2.18 Corollario

Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- punamisuradi 4 avaloriin R;

- fegw;

allora py € una misura di 4 a valoriin R.

Il lemma di Henstock

2.19 Teorema (lemma di Henstock)

Siano:
- (X,4,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- uuna misuradi 4;
- feg;
- &e>0
- 6€G;
tali che

VP* € P*(6), <e.

ZfA# - [ rau

23
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Allora

VE* € F*(5), Z
(x,b)EF*

< 2e.

FG) ulb) — fb fdy

Dimostrazione

Sia F* € F*(8). Estendiamo F* a P* € P*(§). Definiamo:
P = {(x,b) € P* | F(x) u() — [, fau = O;
P*:=={(x,b) € P* | f(x) u(b) — [, fdu < 0}.

Sian > 0.

Per ogni b € Supp(P*), sia P, € 3’;(6”,) tale che

> rovi— | au
P; b
Allora:

Qi = P; U (Upesupper) Ps) € P*(8);
QZ=PU (UbESupp(Pj_) Pg) € P*(9).

n

Vb € Supp(P*), R T 1

<

Ora:

£ u(b) - jb fdu‘

(x.b)EP

- (X;Pi (f(x)u(b) - fb fdu>

- (x;ep; (f(x)u(b) - fb fdu> - '

beSupp(P*)

> fo- fb fdu

beSupp(P2) | Py

> Fu- fb fdu

-
Py

#(PX)

< OTIOE fdu>— fap— o) +n—s

(be);PJ’;( fb beSupp(P*) j;’ Z; ) #(P") +1
= D C@ee+ ) Y

(x,b)EP} beSupp(P:) P;,

#(P)
- fdu + fap | +n47;
<b€5upp(Pi)fb bESl;(Pi) b ) #(P7) +1
B #(P) #(PY) #(PY)
= ;fAu—deu+n#(P*)+1S ;Mu—ffdu e S E T
Analogamente:
#(P})
OTOE fb fdu‘ it

(x,b)EP*



In conclusione:

£GO u(b) - fb fdu‘

(x,b)EF*
< orog| fdu|
(x.pD)EP* b
= f(x),u(b)—ffdﬂ‘ + f(x)#(b)—deu‘
(x,b)EP} b (x.p)eP* b
S G . ) B
= ETNypy 1 E T Mgy 1 =T

Dall’arbitrarieta din e F*, segue la tesi.

2.20 Corollario

Siano:

- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;

- uuna misuradi 4;

- fEG);

- e>0;

- 6€g;
tali che

vP* € P*(6), ZfAu - ffdu <e.
P*
Allora:
VF* € F*(8), If Gl u(b) — ffdu‘ < 2e.
(x,b)EF* b

Dimostrazione

Semplice applicazione della disuguaglianza ||x| — |y|| < l|x—yl.

25
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Capitolo 3. Integrazione in (X, 4, J,B,X X B)

3.1 Teorema
Siano:
- (X,A,7,B,X X B) uno spazio gauge-misurabile;
- uuna misuradi 4;
- fX—>R;
- 0€g;
- &e>0
allora sono equivalenti:
- VP},P; € P*(8),|Xp; fAU— Xp; fAu| < &
- VPEPVxy:P—X, se {(x(b),b)}pep, {(y(b),b)}pep € P*(5) allora
Zpep f(x(B)) u(b) = Tpep f(y(0)) u(b)| < e.

Dimostrazione
Che la prima asserzione implichi la seconda ¢ evidente.
Mostriamo che la seconda implica la prima.
Siano P{, P, € P*(95).
Poniamo:
- Qi1 ={(,bAc)|(x,b) € P{,c €Supp(P;)};
- Q3 ={(,bAc)|(x,b) €P;,c€ Supp(Py)}.

- Supp(Q7) \{0} = Supp(Q3) \{0};
- Vb € Supp(Q1) \{0},3! x, € X, (x5, b) € Q5;
- Vb € Supp(Q3) \{0},3!yp € X, (¥p, D) € Q3;
- Vb € Supp(Q1) \{0}, b < &(xp);
- Vb € Supp(Q3) \{0}, b < 8(yp).
Poniamo Supp(Q7) \{0} = R = Supp(Q;) \{0} e definiamo
x: R — X
X — X

y: R — X
y = Vb
Osserviamo che:
- ReP
- {(x(b),b)}per € P*(8);
- {(y(b),b)}per € P"(8);
- Zper f(x(B)) n(b) = Xp; fAw;
- Yoerfy®) ud) = Yp; fAu.
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Dunque

Y FE®)u) =Y Fy®)) ub)

bER bER

<e&.

> o= fau| =
Py P

Dall’arbitrarieta di P; e P, segue la tesi.

3.2 Teorema

Siano:
- (X,A,7,B,X X B) uno spazio gauge-misurabile;
- nuna misuradi 4;
- i X—>R;

allora sono equivalenti:

- fegw;
- Ve>0,36€G, VP eEP,Vx,y: P — X, se {(x(b),b)}pep, {(y(b),b)}pecp € P*(5) allora

ZbEPlf(x(b)) - f(y(b))| u(b) < e.

Dimostrazione

Che la seconda asserzione implichi la prima e evidente, in virtu del precedente teorema e del
criterio di Cauchy.

Mostriamo che la prima implica la seconda.

Siae > 0.Sia § € G tale che

VP* € P*(5), <

&
4

;fAu - | rau

£ u(b) — fb fdu

Allora, per il lemma di Henstock, si ha che

&
< —

VP* € P*(8), =5

(x,b)EP*
SianoP e Pex,y: P — Xtaliche {(x(b),b)}pep, {(y(b),b)}pep € P*(6).
Allora

D) - rG®)u® = ) [Fx®)u®) - Fy®) )|

bepP beP

= Z f(x () ub) - f fdu+ f fdu —f(y(b))u(b)‘
bep b b

< 2 f(x(b)) ub) - jb fdu| +2 fb fd#—f(y(b))u(b)|
geP c beP

< 324-§==éi

Dall’arbitrarieta di x, y, P e € segue la tesi.
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3.3 Corollario (assoluta sommabilita in (X, 4, J, B, X X B) delle funzioni sommabili)
Siano:

- (X,A,7,B,X X B) uno spazio gauge-misurabile;

- {una misurasu 4;

- feg;
allora |f] € G(w).

Dimostrazione
Poiché f € G(u), abbiamo per il teorema precedente che Ve > 0,35 € G,VP € P,Vx,y : P — X,

se {(x(b), D)}pep, {(V(D) , )}pep € P*(6) allora
D I G®)] = [F o) ) < Y IF(x®) - Fy®)| ud) <&,

bep bep
il che, sempre per il teorema precedente, implica che |f| € G(w).

3.4 Teorema (sommabilita in (X, 4, J, B, X X B) delle funzioni continue)
Siano:
- (X,A,7,B,X X B) uno spazio gauge-misurabile;
- K una misuradi4;
- f : X — R continua come funzione da X con la topologia indotta da 7 a valori in R con la
topologia standard;

allora f € G(w).

Dimostrazione
Siaeg > 0.
Per ogni x € X, sia i, € 7(x) tale che Vy € Int;(i,), |[f(y) — f(x)]| < z(u(i)+1)'
Poniamo:
6: X — A
X .
SiaP eP.

Per ogni b € P, sia x;, € Int;(b).

Se y,z: P — X sono tali che {(y(b),b)}pep, {(z(b),b)}pecp € P*(5), allora, osservando che
Vb € P,x;, € Int;(b) C Intg(é'(y(b)) A 5(z(b))) = Inty (5(y(b))) n Intg(S(Z(b))), otteniamo
che

DW= ) a® = Y IFy®) - F(x®) + Fx®) - £F(20))] u®)

beP beP

< D IF) = FE®) b + Y [F(x®) - £(zb))| ub)

beP bEP
& &
< ;2(#(1) TpHd T+ ;2(#(1) A
< §+§=e

e quindi, dall’arbitrarieta di P e ¢, per il teorema precedente, segue la tesi.
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Corollario (sommabilita delle funzioni continue)
Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- nuna misuradi4;
- f : X — R continua come funzione da X con la topologia indotta da J a valori in R con la
topologia standard;
allora f € G(X,A,7,B,C, ).

Dimostrazione
Poiché (X,A,J,B,C) & uno spazio gauge-misurabile anche (X,A4,7,B,X X B) lo é. Per il teorema
precedente, f € G(X,A,7,B,X X B,u) edunque f € G(X,A,7,B,C, ).



Capitolo 4. Variazione e assoluta sommabilita

4.1 Definizione (variazione)

Se:

- A e un’algebra di Boole;

- uéeunamisuradi A avaloriinR;
porremo

lul: A — [0, 4]
a = sup Y @yl
PE:Pa a1€P
Tale funzione prendera il nome di variazione totale di u.
Qualora |u] sia limitata, si dira che u & a variazione limitata.

4.2 Teorema
Siano:
- A un’algebra di Boole;
- nunamisuradi 4 avaloriin R;
allora |u| & additiva.
Inoltre se |u|(1) < 4o, allora u & a variazione limitata e quindi |u| & una misura di A.

Dimostrazione

Parte1 (additivita)
Siano a4, a, € A talichea; Aa, = 0.
Chiaramente:

Kl@va) = sup > u@)

> sup | D @]+ ) 1u(@)
PlETal aEP1 aEP2

= sup ) @]+ sup Y |u(@
P1€Fa, 7 P2€%a, K3

= |pl(ay) + lul(az).
Per mostrare la disuguaglianza opposta, supponiamo che P € Py, vq,-

Allora:
- P, ={aNa;|a€EP}ER,.
- P,={aMa,|a€EP}ER,.
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Dunque

[
=
=
&

I

z|,u((a Aay)V(an az))|

a€eP aeP

= Zm(a/\al) +ulanay)l

aeP

< D k@ral+ ) luanay)l

aepP acpP

= D @I+ ) k@]

a€Pq, a€Pg,

lul(aq) + lul(az).

IA

Dall’arbitrarieta di P, segue che:

ki@ va) = sup > |u(@l < lul(a) + lul(ay).

PEPqva, 4=

Dall’arbitrarieta di a,, a,, segue I'additivita di |u|.

Parte2  (variazione limitata e misura)
Poiché |u| e finitamente additiva e a valori non negativi, segue che

Va € 4, |ul(a) < |ul(a) + [ul(=a) = [ul(D).
Dunque, se |u|(1) < 4o, lo stesso si ha su ogni elemento di A. Segue che |u| € additiva e a valori
in [0, 4+00), ossia una misura su A.

4.3 Osservazione

Se:
- A eun’algebra di Boole;
- B éun semianello di A che genera A4;
- peunamisuradi A avaloriin R;
allora

vaealul@ = sup Y |u(h)l
Pe?h(B)bEP

In conseguenza di ci0, nel seguito, ogni volta che avremo a che fare con uno spazio gauge-
misurabile (X,A4,7,B,C), anche qualora ci trovassimo nel contesto di una variazione, con P
intenderemo sempre P(B) e analogamente, se a € A, con P, intenderemo sempre P, (B).

4.4 Definizione (assoluta sommabilita)
Se:
(X,A,7,B,C) e uno spazio gauge-misurabile;

- ueéunamisuradiA;
feglw;
- Iflegw;

diremo che f & assolutamente pu-sommabile in (X, A, 73, B, C).
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L'insieme delle funzioni assolutamente p-sommabili in (X,4,7,B,C) verra indicato con
GY(X,A,7,B,C, 1) o, se il riferimento a (X, 4,7, B, C) & evidente dal contesto, semplicemente con

Grw.

4.5 Teorema (assoluta sommabilita e variazione)
Siano:

- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;

- punamisuradi 4;

- fegw;
allora:

- |f| éintegrabile;

- Va€A|uf|(@) = [Ifldu;

- VaeA,|,uf|(a)<+ooseesoIose |f|eg(u|Aa).

Dimostrazione

Dimostreremo solo il caso a = 1, essendo il caso generale identico, semplicemente restringendosi
a (Cly(a),Aqg, Ja, Ba, Ca)-

SiaM < |uf|(1).

Sia g > 0 tale che M + 2¢& < |us|(1).

Sia P € P tale che

M+ 2¢ < Z|,uf(b)|.
beP
Sia ; € G tale che
VP € P*(5), ZfAu _ ffdu <.
P*

Definiamo
6: X — A

X — 81(x)/\\/(P(x)).

dove ricordiamo che P(x) & definito in 2.13.
Sia P* € P*(9).
Sia
Q" ={(x,bAc)|beEPe(xc)E P}
Asseriamo che Vb € P,V (x,c) € P*,se b A ¢ # 0 allora x € Cl;(b).
Infatti, supponiamo per assurdo non sia questo il caso.
Siano dunque b € P e (x,c) € P* tali che bAc# 0 e x & Cly;(b). Allora b ¢ P(x) e dunque
bAV(P(x)) =0, da cui @ =Int;(0) = Int;(b AV(P(x))) = Int;(b) N Int;(V(P(x))). Ora,
¢ <6(x) <V(P(x)) edunque b Ac < V(P(x)).Daltronde b A ¢ < b. Dunque

@ # Inty(b A c) c Inty(b) N Inty (\/(P(x))) =0,

assurdo.
Allora, per la definizione di sistema fondamentale di coppie di (X, 4,7, B), si ha che
V(x,b) € Q*,(x,b) € C.



Dunque
Q" € P*(5) c P*(61).
Dunque, per il corollario del lemma di Henstock, si ha che

fbfdu

Vb € P,Q, = {c € Supp(Q*) | c c b},

< 2e.

|f Gl ulb) -

(x,b)EQ*
Inoltre, posto

si ha che
Vb € P,Q, € Py
e dunque
VbEP,ffd,uz z ffdy,
b CEQp c
da cui anche
ko= Y | fdu‘ PONIETE
( b)EQ bep CEQp

Infine, notando che

> fau= fau
A 4

otteniamo da una parte che

lurl) =2

J fdu‘
(x.pyeQ* P

> > If@Iu) - 2

(x,b)eQ*

dall’altra che

Difise = ) Ifla
4

YT fdu‘ f fdu|
o (byeQ* 7P (x,b)€Q*
> - |f ) u(b) —
(x,b)EQ* (x, b)EQ*
> _2¢ +Z j fdu| >

beP
Dunque

M < ZIfIAu < |uf| (D) + 2e.
=

ffd,u‘ZM+Ze.
) b

33
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Dall’arbitrarieta di P*, € e M, segue che |f| & u-integrabile in (X, 4,7, B,C) e che:
gl = [ i1

Da cui la tesi.

4.6 Corollario

Siano:
- (X,4,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- nunamisuradi4;

- feg;

allora

|ffdu| < flfldu-

Inoltre, se g € G(w) e tale che |f| < g, allora |f| € G(w).

Dimostrazione

Per quanto riguarda la prima parte, sapendo dal teorema precedente che |f| & u-integrabile in
(X,A,3,B,C), possiamo distinguere il caso in cui |f| € G(u), da cui la tesi segue per la positivita
dell’integrale su G(u), dal caso fXIfId,u = 400 che & banale.

Per quanto riguarda la seconda parte, la tesi segue osservando che

vp e,y lw®| =y |[ rau| <> [ gau= [ gau
bep pep I”P pep b

da cui, sempre usando il teorema precedente, otteniamo:

[ 171w = lusl) = Is;égb;mf(b)l < [ gan

4.7 Corollario

Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile.
- nuna misuradiA.

Allora G1(u) & chiuso rispetto a max e min.

Dimostrazione
Siano f, g € G1(w).
Allora

fro+lf-gl .,

3 ™)

max(f,g) =

e analogamente
min(f, g) = —max(—f,—g) € G* ().
Dall’arbitrarieta di f e g, segue la tesi.
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4.8 Corollario (assoluta sommabilita delle funzioni continue)
Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- nuna misuradi4;
- f :X — R continua come funzione da X con la topologia indotta da J in R con la
topologia standard;

Allora f € G1(w).

Dimostrazione
Sappiamo che f € G(u) e che |f| < max(— min(f), max(f)) € G(u), da cui la tesi.

O
4.9 Definizione
Se:

- (X,A,7,B,C) é uno spazio gauge-misurabile;

- uéunamisuradiA;
porremo

I lly: G'w — [0,+0)
o [irlan.

4.10 Corollario
Siano:

- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;

- nuna misuradi4;
allora (gl(,u), [ II”) € uno spazio vettoriale seminormato.
Dimostrazione
Siano f, g € G1(w).
Allora poiché

If + gl <Ifl+1gl,
dal corollario precedente, segue che
lf +gl€gw
e dunque
f+geg .

Dall’arbitrarieta di f e g, segue che G1(u) & chiuso rispetto alla somma.
Che G1(u) sia chiuso rispetto al prodotto per elementi di R & evidente.
Per quanto riguarda la dimostrazione del fatto che || II“ € una seminorma, |'unica proprieta non

immediata da dimostrare €& la disuguaglianza triangolare.



Siano dunque f, g € G (w).
Sempre da

If + gl <Ifl+1gl,
segue che

If + g, = f If + gldu < f (f] + lgDdu = f Ifdpt + f gldi = If 1L, + gl

Dall’arbitrarieta di f e g, segue la tesi.

36
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Capitolo 5. Derivazione e teoremi fondamentali del calcolo

5.1 Notazione
Se:

- (X,A,7,B,C) & uno spazio gauge-misurabile;

- XEX;

- 1 EI(x);
indicheremo con C? (x) I'insieme

{(x,b)ec|0+#b<i}

Qualorai = 1, ¢ (x) verra semplicemente indicato con C°(x).

5.2 Lemma
Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- (Y, 1) uno spazio topologico di Hausdorff;
- XEX;
#: Supp(C°(x)) = Y;
- YuY2€Y;
tali che:
- VIet,,3i €I(x),Vb € Supp(C)(x)),$(b) € I;
- VIery,,3i €I(x),Vb € Supp(C)(x)),#(b) € 1.
Allora y; = y,.

Dimostrazione
Supponiamo per assurdo non sia questo il caso. Siano dunque I; € 7, e [, € 7,, disgiunti. Siano
i1,i, € J(x) tali che:

- Vb € Supp(C2(x)),#(b) € I;

- Vb € Supp(CL (x)),$(b) € L.
Sappiamo che i; Ai, €IJ(x) e che Ciol,\l-z(x) # @. Sia dunque b € Supp(C’iOlAiz(x)). Allora
b € C2(x) N CY (x) edunque #(b) €I, NI, = @, assurdo.

5.3 Definizione
Se:
- (X,A,7,B,C) & uno spazio gauge-misurabile;
- (Y,71) & uno spazio topologico di Hausdorff;
- XEX;
- #:Supp(C°(x)) — Y;
- YEY;
- VIE€Ty,3i€I(x),Vb € Supp(C)(x)),#(b) € I;
diremo che # ammette limite per b chevaax in (X,4,7,B,C) e porremo
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(X,A,3,B,C) —lim#(b) =y
blx

o, se il riferimento a (X, A4, 7, B, C) & evidente dal contesto, porremo semplicemente
lim#(b) = y.
lim #(b) = y

5.4 Definizione
Se:
- (X,A,7,B,C) & uno spazio gauge-misurabile;
- uéunamisuradiA;
- XE€EX;
- Vb € Supp(C°(x)), u(b) > 0;
allora diremo che x & un punto regolare per 1 in (X,A,7,B,C).
Se ogni elemento di X & un punto regolare per u in (X, 4,7, B, C), diremo che X é regolare per u.

5.5 Definizione
Se:
- (X,A,7,B,C) & uno spazio gauge-misurabile;
- pq €unamisuradi 4 avaloriin R;
- Uz €unamisuradi4;
- XEX;
- X &un punto regolare per u, in (X,4,7,B,C);

. u1(b) .
Alimy, o) € R;

diremo che u, & u,-derivabile in x in (X, A,7, B, C) e porremo

duq pq(b)
(XIAPj)B)C) - _(x) = (X)AP:]IBJ C) - hm
du, blx u,(b)
o, qualora il riferimento a (X, 4, 7, B, C) sia evidente dal contesto, semplicemente
dus blx i, (b)’

Qualora u4 sia u,-derivabile in ogni punto di X, diremo semplicemente che u; é u,-derivabile in
(X,A,3,B,0C).

5.6 Teorema (primo teorema fondamentale del calcolo)

Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- M una misurasu 4;
- fegw;
- XEX;
tali che:

- X éun punto regolare per uin (X,4,7,B,C);
- f & continua in x come funzione da X con la topologia indotta da J a valori in R con la
topologia standard;
allora iy e u-derivabile in x in (X,4,7,B,C) e

E(X) = f(x).
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Dimostrazione
Siae > 0.
Siai € J(x) taleche vy € Cl;(D), If(y) — f(x)| < e.
Allora
J,(f(x) — &)du
u(b)
J, fdu
(D)
[, (F (o) + e)dp

u(b)
< f(x)+e

Vb € Supp(CP(x)), f(x)—¢

Dall’arbitrarieta di ¢, si ha che

d
f(x)=lbimfbf Lo wr(b) _ duy

B um) ~ o u) ~ du ().

5.7 Teorema (secondo teorema fondamentale del calcolo)
Siano:

- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;

- W1 €unamisurasu A avaloriin R;

- Uy €una misurasu 4;
tali che:

- X éregolare per u, in (X,A,7,B,C);

- Uy & u,-derivabilein (X,A4,7,B,0C).

Allora:
aps .
- dliz € g(HZ)I
_ (941
- Vaedum(a) =, o dus
Dimostrazione
Siae > 0. Perognix € X, sia i, € J(x) tale che
diy 1 (D) £
vb € Supp(C (%)), |—(x) — < :
pp(CL() du, p2(b)| ~ ua(1)
Allora
d,ul SMZ(b)
Vx € X, Vb € Supp(€P (x) ,|—(x) b) — (b)| < .
pp( Ly ) d‘U.Z ‘le lul I«tz(l)
Poniamo
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Abbiamo che
‘e D dp du
verer @, [ Eap-nol = | ) Hwu® -u
7 G oyep 12
du
= | Y FEow® -uo)
(xpyeps 2
du
s Y [Eow® -wuo)
(x,b)EP* dﬂz
b
< 5#2(1 ) _
5yep pz(1)
Dall’arbitrarieta di &, segue che:
duy .
T am, € G(uz);
d
- m() =[5 du,.
In maniera analoga, si dimostra che
duy
Ya € A, (a)=f—d
H1 du, Ha



Capitolo 6. Convergenza
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6.1 Teorema (della convergenza monotona)

Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- W una misurasu 4;
- {fulnen © G(W);
- f : X > R;
tali che:

- VneN, fy < faiu
- Vx eX, f(x) = lim,_,q frn(x).
Allora f & u-integrabile in (X,4,7,B,C) e

[ rau= i | e

Dimostrazione
Prima di tutto osserviamo che esiste ed e diverso da —oo

lim [ f,du.
n—oo
Per comodita, poniamo
[ = lim | f,du.
n—oo

SiaM < I.
Siag>0talechee(1+u(1))+M<I.
Per ognin € N, sia §,, € G tale che

&
vP* € P*(5,), SW.

Allora, per il lemma di Henstock, si ha che

Z fubi— | fudu
&

vn € N,VF* € F*(65,), frnCo) u(b) — ffndu‘ < o
b

(x,b)EF*

Sia N € N tale che
vn > N,jfndu >e(u(l)+1)+ M.

Se x € un elemento di X, sian, € N talechen, > N e |fnx(x) - f(x)| < &. Poniamo
6: X — A
x Gy (x).
Sia P* € P*(6).
Osserviamo che:

D= ) foum)
4

(x,b)EP*

< )W = o, 0l u®) < en(),

(x,b)eP*



Poniamo
K :={n € N | 3x € Point(P*),n, = n}.
Poniamo
vk € K,T; = {(x,b) € P* | n, = k}.
Osserviamo che
vk € K, T, € F*(6;)-

2

k€K (x,b)ET;

&
< ziﬁe.

keEK

Dunque

fo) u(b) — fb fkdu‘

fo GO u(b) — fb fnxdﬂ|

(x,b)EP*

Inoltre, osservando che

[anz Y [z e+ pa) +m
(x.,p)ep* " P (x.pyep* b
otteniamo che

ZfAu =
e

- ZfAy— 2 S () u(b) + z S, () u(b) — Z benxd#+ z jfnxd#

(x,b)EP* (x.b)epP* (x.b)eP* (x.p)ep* P

- 2

(x,b)EP*

v

fon 00 1(b) - jb fnxdu‘ + ) j fodu

(x.pyep* P

D= ) fou)
4

(x,b)EP*

> —eu) et Y j fudi > —e(u(D) + 1) + f fudi
(x.p)ep* " P

> — e +D+e(w@+1)+M=M.
D’altra parte

= ZfAy— Z fn, () u(b) + Z Jr () u(b) — Z fbfnxdﬂ+ Z ffnxdﬂ

P (x,p)EP* (x.b)EP* (x,b)EP* (x,p)ep* "D
< D= Y p@uwl+ Y |howe - | fnxdu| £ 7 [
P (x,p)EP* (x.p)EP* b (x.p)ep+ "D
= g#(]_) te+ Z ffmax(l()d.u +1< 5(/"(1) +1)+ ffmax(l()d.u < 8(.“(1) +1D+1
(x,b)EP* b

Concludiamo che

M< ) fau<e(l+u1))+1.
2

Dall’arbitrarieta di P*, € e M, segue la tesi.
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6.2 Corollario

Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- {una misurasu 4;
- {fulnen © GW);
- f : X > R;
tali che:

- VneN, fy = fai1
- Vx €X, f(x) = lim,_,q firn(x).
Allora f & u-integrabile in (X,4,7,B,C) e

[ rau= i [ e

Dimostrazione
E sufficiente considerare {—f, },cn € applicare il teorema della convergenza monotona.

6.3 Lemma

Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- [ una misura su 4;

- {fadnen © G();
tali che
vn e N,Vx € X,0 < f,,(x).
Allora
inf f € G(u).
Dimostrazione

Si osservi che
vneN,|f,| = fn, € G(w)

e dunque
vn E N;fn e gl(’u)’
da cui
. . 1
vk € N, ie{llr,l.f,k}ﬂ €gt(w)
e

inf }fi \) rlllelfglfn.

ie{1,..k
Per il corollario del teorema della convergenza monotona, abbiamo che inf,¢cy f,, € u-integrabile in
(X,A,7,B,C) e, poiché
0 < inf f,.

neN
abbiamo che

OSfinffnd,qufld/x<+oo
neN
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e quindi
inf fn € G(u).

6.4 Teorema (lemma di Fatou)

Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- [ una misura su 4;
- {falnen € G();
- fX—>R;
tali che:

- Vx €X, f(x) = liminf,_, f;,(x);
- vneN,vx eX, f,(x) =0.
Allora f & p-integrabile in (X,4,7,B,C) e

ffdu < liminfffnd,u.
n—oo

Dimostrazione
Poniamo
vn € N, g, = inf f;.
n<k

Osserviamo che
vn €N, g, € G(u).

Inoltre
vneN, g, < fy
e dunque
Vk € N,fgndy < ffnd,u.
Pure

Vn €N, gy < gni1-
Dunque, poiché

Vx € X, lim g,(x) = liminf f,,(x) = f(x),
n—oo n—oo
siamo nelle ipotesi del teorema della convergenza monotona, per cui f & p-integrabile in
(X,A,3,B,C) e

nlim gndu = jfdu.
Dunque
ffdu = lim fgnd/x = liminffgndu < liminfffnd,u,
n—oo n—oo n—o

ossia la tesi.
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6.5 Teorema (della convergenza dominata)
Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- {una misurasu 4;
- {fulnen © GW);
- f : X > R;
- gEeG;
Tali che:
- Vx € X, lim,_o fr(x) = f(x);
- vneN,|fyl <g.
Allora:
- VneN, f €G'(w;
- fEGHwW;
- limy, e .”fn — fldu=0;
- limy e ffnd.u = ffdﬂ-

Dimostrazione

Chevn € N, f,, € G1(u), & evidente dal corollario 4.6.

Per il lemma di Fatou, abbiamo che f € G(u) e poiché |f| < g, abbiamo, sempre per il corollario
4.6che f € Gt(n).

DunqueVn € N, f,, — f € G1(u) e quindivn € N, |, — f] € G(w).
Poiché Vn € N, |f,, — f| < 2g, possiamo applicare il lemma di Fatou alla funzione

zg_lfn_fl

e ottenere:
j 2gdj < liminf j 29— 1fy - fDdu
= fng,u+liminf(—f|fn —f|dy>
n—0oo
- f 2gdy — limsup j \fo — fldu.

n—oo

Poiché fX 2gdu € R, possiamo sottrarlo da ambo i membri e ottenere

limsupflfn —fldu<0

msu
e poiché
0 < timin [ 17, - fldu < timsup [ 17, = flau <0,
otteniamo:
Jm [1f, - rldu =o.
Inoltre
(timsup | 1fuldse) = | 1f1dw = timsup [ 1l = 1D < timsup [ 15, = flde =
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da cui
timsup [ 1fuldue < [ 1f1du
e .
[1r1a= (1 [ Vi) = timsup [ 171 = 1l < timsup [ 17, = fldw =0,
da cui
[ 1r1du < imine [ 1l
Dunque
limsup [ 13l < | 1fldn < timinf [ 1feldu < timsup [ Ifylde
da cui

sim [ Iflaw = [1rlan
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Capitolo 7. Regolarita topologica

7.1 Lemma
Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- W una misurasu 4;
- fX—>R;
tali che per ogni € > 0 esistono g4, g, in G(u) periquali si ha:
- g1=f <=9,
- [gdu< [ gidu+te
Allora f € G(u).

Dimostrazione
Siae > 0.
Siano g1, 92 € G(u) come nelle ipotesi del lemma.
Siano 64, 8, € G tali che:
- VP € P (81),IXp 9181 — [ grdul < &
- VP €P*(8),1Xpr g2u — [ g1du| < e.
Allora

VP* € P*(6; N6,), fgldu—s < ZglAu

Dunque

VP*EP*(61A62), SZE

ZfAu—fgldu

Quindi

VPP € PG NS, | fau—y fau| < | fau- f gdu + j gidu— Y fou
Py P, Py P,

< ZfAu—fgldu + fgldu—EfAu
Pj P;

< Ae.
Dall’arbitrarieta di € e dal criterio di Cauchy, segue la tesi.




7.2 Notazione
Se:
- X éuninsieme;
- FcX,
indicheremo con yj la funzione caratteristica di E.

7.3 Notazione
Se:
- X éuninsieme;

A é un’algebra di Boole;
- J e un sistema diintorni regolare di X in 4;
- a€eAi

porremo R, = {b € A | Cl;(b) c Inty(a)}.

7.4 Definizione
Se:
- X éuninsieme;
- A e un’algebra di Boole;
- J e un sistema di intorni regolare di X in 4;
- W eéunamisurasuA;
- Va € A% u(a) = supper, u(b);
diremo che u & topologicamente regolare in (X, A,7).

7.5 Teorema
Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- puna misura su A topologicamente regolare in (X, A4, 7);
- ag € A4;
- E c 2%
tali che Int;(ay) € E < Cly(ay).
Allora:

- xe €G(W).
: fXEdﬂ = u(ao).

Dimostrazione

Siaa € A.

Siaeg > 0.

Siab € R, tale che u(a) — & < u(b).
Definiamo

6: X — A
a se x € Cl;(b)

T {_laSQXEX\Clg(b).

Sia P* € P*(6).
Sia P, = {(x,c) € P*(8) | x € Cly(b)}.
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Osserviamo che P, € 3’[,“(6”,).

Allora

Z Xinty(@)Au — ua)| = ZXIntg(a)A# —u(@)| = lu®) —ula)| < e.
p* Py
Dall’arbitrarieta di P* e €, segue che Ying,(q) € G(ue
f)(lnty(a)dﬂ = u(a).

Dall’arbitrarieta di a, segue che
Va € A:f)(lntg(a)dﬂ = pu(a).
Dunque
Va € A, u(a) = u(1) —u(-a) = f ldu — f)antg(ﬁa)du = f(l — Xinty(-a)) A0 = f}(c1g(a)du-

Allora, poiché

Xint;(ap) = XInt(E) = XE = XcI(E) = XCly(ap)
otteniamo che

Xe € G(u)
e, poiché
ulay) = j Xinty(ag) AU < j Xpdp < J Xcly(ag)di = u(ao),
si ha che
.fXEdH = u(ay),
cioé la tesi.

7.6 Teorema
Siano:
- (X,A,7,B,C) uno spazio gauge-misurabile;
- uuna misura su A topologicamente regolare in (X, 4,7);
- fegw;
- g X—oR
- aq,ap €EA;
tali che:
- aq < ay;
- play) = play);
- {xeX|f(x) # g} c Cly(ay) \ Inty(ay);
Allora:
- gegw;
Jxgdu = [, fdu.
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Dimostrazione

Poniamo E = Cl;(a,) \ Int;(a,).

Se a; < a,, osserviamo che E = Cl;(a,\a;) e dunque, grazie al teorema precedente, y; € G(1).
Se a; = a,, allora E =0d;(a;) e, ancora grazie al teorema precedente, si a che Xos(a) =

Xcly(ay) — Xingy(ay) € G-
In entrambi i casi, osserviamo che [ yzdu = 0.
Poniamoh = f — g.
Poniamo Vn € N, h,, = min(|h|, nyg).
E evidente che:

- VneNh, < h,q;

- Vx € X, lim,_,, h,(x) = |h(x)].
Inoltre, poiché:

- VYneN0<h, <nyg;

- [0du=0=nfypdu= [nygdy;
si ha, per il lemma precedente, che Vn € N,h, € G(u) e, per le proprieta di monotonia
dell’integrale

Vn € N,fhnd,u = 0.

Dunque, per il teorema della convergenza monotona, si ha che:
- |hl € g(w;
- flhldu = 0.
Dunque, poiché:
- —|hl = h < |h;
- J(=IrDdu = 0 = [|hldy;
si ha, per il lemma precedente, che h € G(u) e, per le proprieta di monotonia dell’integrale

jhdy = 0.

Dunque
g=f-hegw
e
[ 9au= [ =mau= [ ran [ haw = | rau
ossia la tesi.
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Capitolo 8. Relazioni con I'integrale di McShane e di Henstock

Gli integrali di McShane e di Henstock
Vogliamo ora mostrare come la teoria fin qui sviluppata contempli al suo interno l'integrale di
McShane e I'integrale di Henstock in R™.
Penseremo R™ munito della topologia standard.
Sia X un rettangolo chiuso di R™ con lati paralleli agli assi coordinati.
Sia R l'algebra dei plurirettangoli con lati paralleli agli assi coordinati (eventualmente degeneri,
contenenti o meno il bordo o soltanto parte di esso) contenutiin X.
Sia ~ := {(R1,R,) € R X R | Clint(R,) = Clint(R,)}.
Poniamo 4 =R /~.
E evidente che le seguenti applicazioni sono ben definite:

- NMAXA— A ([R]. [R2].) — [Ry NRy];

- Vi AXA — A ([Rq]., [R2].) — [R; URy].;

- i A— A [R]. — [X\R].;

- 0=[0].;

- 1=[X]..
E altrettanto evidente che (4,A,V, =, 0,1) & un’algebra di Boole.
Poniamo

J: X — p4)
x +— {[R]. € A|x € Int(Clint(R))}.

E evidente che tale applicazione & ben definita e che 7 & un sistema fondamentale di intorni
regolare di X e A.
Osserviamo che la topologia indotta da J su X, coincide con la topologia naturale di X.
Poniamo B := {[R]. € A | R é un rettangolo}.
E evidente che B & un semianello di A che genera A.
Arriva ora la prima distinzione tra i due integrali, precisamente nel sistema di coppie fondamentali:

- nel caso di McShane, questa saradatada M = X X B;

- nel caso di Henstock, questa sara data da ' := {(x,b) € X X B | x € Cl;(b)}.
Il lemma di Cousin (si veda [Swa01]) garantisce che (X,4,7,B,H) & uno spazio gauge-misurabile
e, quindi, anche (X, 4,7,B, M) lo é.
Infine, per ottenere gli integrali, e sufficiente, indicata con uy la misura di Lebesgue definita sui
boreliani di X, considerare la misura su A

p: A — [0,+»)
[Rl. — wux(R)

che, evidentemente, & ben definita.



52

Allora, ricordando le definizioni di integrale di McShane e di Henstock, & evidente che:
- f:X — R & McShane integrabile in X se e solo se f & u-integrabile in (X, 4,3, B,M). In
tal caso si ha che VR € R, fRfduX =(X,A4,9,B,M) — f[RL fdu, dove il primo membro

indica I'integrale di McShane di f;
- f:+ X — R e Henstock integrabile in X se e solo se f & u-integrabile in (X, 4,7, B, 7). In tal
caso si ha che VR € R, fR fduy = (X,A,9,B,H) — f[R]~ fdu, dove il primo membro indica

I'integrale di Henstock di f.

La derivata
Per quanto riguarda la derivata, poiché un’analoga definizione a quella data non sussiste (o
perlomeno non é standard) per l'integrale di McShane e di Henstock in R™ con n generico, ci
restringeremo al caso in cuin = 1 e, quindi X = [xq,x,] con x4, x, € R.
In tal caso, ad ogni funzione continua:

F:X—R
puo essere associata una funzione additiva:

pr:R—R
definita come quell’'unica funzione additiva per la quale su ogni intervallo I € X di estremis et
(arbitrariamente inclusi od esclusi), si abbia che

pr(I) = F(t) — F(s).
Allora, & ben definita la funzione
pr: A — R

[R]l. — pup(R)
che, chiaramente, € una misura su A.
Viceversa, ad ogni misura p; su A, € possibile associare una funzione additiva sui plurirettangoli
ponendo

pur: R — R

R — um([R]))
ed é chiaro che, se F & una cumulativa per yj allora, poiché uj & nulla sugli insiemi costituiti di un
solo punto, F e continua e ur = ;.
Segue allora che possiamo associare ad ogni misura su A una famiglia di funzioni continue su X
(due cumulative qualsiasi differiscono per una costante), in maniera tale che sia soddisfatta
I'identita sopra.
A questo punto, supponiamo che F sia una funzione continua assegnata.
Riscriviamo il rapporto incrementale di F in x € X con incremento h > 0 come

FGc+h) —FG) Fl+h) —FG) ke ([box+h])
h - (x+h)—x - u([[x.X+h]]~)
e analogamente, se I'incremento & h < 0, otteniamo
FG) - FGe+h)  #e ([Ix+ ] )
h - ,u([[x+h,x]]~).
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Lo straddle lemma (si veda [Swa01]) ci garantisce che, se F & derivabile in x, allora

FIO-F(S) _ p
P F'(x)| <

Ve>0,EI6>O,Vs,tEX,sesSxSte0<t—SS6,aIIora|

che, tradotto nel linguaggio degli spazi gauge-misurabili, osservando preliminarmente che

[t —s|=u ([[s, t]]~),
equivale a dire che uy & u-derivabile in x in (X, A,7,B,H) e

d
(X,4,9,B,30) =50 = F'(0).

Di conseguenza, la derivata in (X, 4,7, B, H) di ug rispetto a i coincide con la derivata usuale di F.
Andiamo ora a capire il perché per lintegrale di McShane non vale il secondo teorema
fondamentale del calcolo. Questa volta, traducendo la definizione di derivata nel linguaggio

classico, abbiamo che py € derivabile rispetto a u in (X, A,7, B, M) se e solo se

F(t)—-F(s) _

AD e R,Ve > 0,35 > 0,Vs,t € [x — §,x + 6], ses < t allora D|<e.

Chiaramente, questa condizione, nota come stretta derivabilita, implica la derivabilita classica ma
non e vero il viceversa.

Un esempio di funzione derivabile in senso classico ma non derivabile in senso stretto e dato dalla
funzione

Osex=0
x (1
x? sin (—2> sex # 0.
X
E chiaro a questo punto che la ragione per la quale il secondo teorema fondamentale del calcolo
fallisce per I'integrale di McShane é che non si e utilizzata la naturale definizione di derivabilita per

guesto procedimento di integrazione.
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Capitolo 9. Relazioni con I'integrale di Lebesgue

L'integrale di Lebesgue ha bisogno di uno spazio di misura per essere definito. Giacché nel
contesto dell’integrale astratto di gauge questo spazio di misura non appare, dovremo prima di
tutto dotare il dominio di una sigma-algebra e di una misura. Inoltre, giacché lintegrale di
Lebesgue & un integrale assoluto, il naturale candidato nel nostro contesto per effettuare un
paragone sara uno spazio gauge-misurabile (X, 4,7, B,X X B). Nello specifico, supporremo per il
resto del capitolo che:

- (X,A,7,B,X X B) sia uno spazio gauge-misurabile;

- U sia unamisurasu A4;

- (X,7(4,7)) sia uno spazio topologico di Hausdorff;

- & siala sigma-algebra di Borel su X determinata da 7(4, 7);

- fi: & — [0,400) sia una misura di Radon;

- Va € 4,u(a) = a(Inty(a)) = a(Cly(a)).
Sotto tali condizioni, mostreremo che se f € L1(X, &, i) allora f € G(u) e

[ raa={ ran.

La ragione per la quale assumeremo che la misura sia di Radon deriva dal fatto che senza tale
condizione esistono controesempi per i quali non vale la tesi (si veda [AP86]). Le seguenti linee
dimostrative derivano essenzialmente da [AP86].

9.1 Teorema
Sia f : X — R continua come funzione da X con la topologia indotta da 7 in R con la topologia

[ ran = rau

standard. Allora

Dimostrazione
Siae > 0.
Sia Vx € X, i, € 7(x) tale che Vy € Cli(i,), |f(¥) — f(x)| < u(1£)+1'
Poniamo
6: X — A
X = i,
Sia P* € P*(9).
Allora
zfAu— ffdﬂ = <f(x)u(b) - fdﬁ)
p* (x.b)eP* Cly(b)
< f() u(b) — fdﬁ‘
(xb)eP* Cly (b)
= (f(x) - f)dﬁ‘
Cly(b)

(x,b)EP*



Dall’arbitrarieta di €, segue la tesi.

9.2 Teorema

Siano:

- YcX;

- E€g;
tali che:

- YcCE;

- p(E) =0.

Allora yy € G(u) e

Dimostrazione

|f(x) — fldi

(xpyep* ~ Cla(®)
&

-f(:lg(b)#(l) +1

eu(b) -

(x,b)eP* [t(l) +1

< di

(x,b)epP*

f Xydu = 0.
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Siae>0.SiaTe€1(A,J)taleche EcTeju(T)<eSex€T,siaa, €A tale che x € Inty(a) c

T.Siad € GtalecheVx € T,6(x) = a,.
Sia P* € G(6).
Allora
Dawbu=ol = D= > (@uB < ) xe()u®d)
P* P* (x,b)EP* (x,b)EP*
< xr(x) u(b) = xr(x) (Inty (b))
(x,b)epP* (x,b)epP*
= f(Inty (b)) = 1 Int; (b)
(x,b)EP* (x,b)EP*
XET XET
< a(T)<e.

Dall’arbitrarieta di &, segue la tesi.



9.3 Teorema

Siano:
- fegw;
- g X—R
- Ee€g;
tali che:
- {xeX| f(x)# g} cE;
- u(E)=0.

Allorag € G(u) e

jfdu = jgdu-

Dimostrazione
Identica alla dimostrazione del teorema 7.6.

9.4 Teorema
SiaE € E. Allorayz € G(u) e

f)(gdu = p(E).

Dimostrazione
Sia K un compatto di (X,7(4,7)).
Sia {T}, },eny € T(4,7) tale che:

- VneNKcT,, Ty

- g(K) = limgy o f1(Ty).
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Per il lemma di Urysohn (si veda [Rud06]), quale che sia n € N, & possibile trovare funzioni

continue f,, tali che:

- Vx€eK, f,(x)=1,;

- Vx€eTE f,(x) =0;

- Vx€eX0<fr(x) <1.
Poniamo T = Nyen Tp-
Allora:

- TEE

- KcT;

- @(T\K) = g(T) — g(K) = 0.
Osserviamo che:

- Vx €K, limy o fr(x) =1 = xx(x);

- Vx €TClimy e f(x) =0 = yr(x).
Definiamo, quale chesian € N

gn: X — R

B

fu(x) se x € X\(T\K)
sex € T\K.
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Osservando, per il teorema 9.1, che:
- vneN, f, e G(;
- Vne€ N'ffndﬂ = ffndlz;
allora, per il teorema 9.3, abbiamo che:
- VneN, g, € G(p);
- VneN, [ gpdu= [ frdu= [ frda.
Dunque, osservando che:
- Vx € X, limp_, gn(x) = xx(x);
- VneN, g, <1€GWw);
per il teorema della convergenza dominata 6.5 e per il teorema della convergenza dominata della
teoria di Lebesgue, abbiamo che yx € G(u) e
[ = tim, [ gud = tim_ [ fudit = [ xcdit = w0
Dall’arbitrarieta di K, segue che VK € (X), se K & un compatto di (X,7(4,7)), allora:
- Xk € G(w;
- [ xxdu = @(K).
Ora, sia {K,, }neny € #(X) tale che:
- Vn € N, K,, & un compatto di (X, 7(4,7));
- vneNK, cK,,, CE;
- ﬁ(E) = lim;_,e .lz(Kn)-
Poniamo K = Upen K-
Allora:
- Keg;
- KcCE,
- R(E\K) = i(E) — g(K) = 0.
Osserviamo che:
- Vx €K limy o XKn(x) =1= xg(x);
- Vx € ES limp_,o0 x, (x) = 0 = yg(x).
Definiamo, quale chesian € N
h,: X — R
Xk, (x) se x € X\(E\K)
x {1 sex € E\K.
Osserviamo, per il teorema 9.3, che:
- VneNh, € Gu;
- VneN, [ hydu = [ xi,du = g(Ky,).
Inoltre:
- Vx € X, lim,_,, h,(x) = yg(x);
- vneNh, <1egu).
Dunque, per il teorema della convergenza dominata 6.5 abbiamo che yz € G(u) e

[ o = Jim, [ hacti = i, 1K) = ()

ossia la tesi.
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9.5 Teorema
Sia f € L}*(X, &, ).
Allora f € G(u) e

[ raa= | rau.

Dal teorema 9.4, abbiamo che ogni funzione caratteristica di un elemento di € & un elemento di

Dimostrazione

G(u) eil suo integrale astratto di gauge coincide col suo integrale di Lebesgue.

Per la linearita dell'integrale astratto di gauge, segue che i due integrali coincidono su ogni
funzione semplice

Per il teorema della convergenza monotona di entrambi gli integrali, segue che coincidono su ogni
funzione non negativa misurabile, giacché ogni funzione non negativa misurabile ha una
successione monotona di funzioni semplici non negative che gli converge puntualmente.

Dunque, spezzando f nella sua parte positiva f* e negativa f~, che sono Lebesgue integrabili,
otteniamo, sfruttando la linearita, che:

[ ran=| rraa- [ rrau= [ rran- [ rau= [+ = roau= [ ran,

ossia la tesi.
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