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1 Introduzione

In questo elaborato diamo un’estensione della famosa stima del gradiente tro-
vata da Luciano Modica nell’85 [Mod85] e di altri risultati, ottenuti in [CGS94,
FV09], legati a questa disuguaglianza.

Modica dimostro che:

Se F € C*(R) ¢ nonnegativa e u € C3(R™) N L>®(R™) ¢ soluzione in tutto
R"™ di Au= f(u), dove f = F’, allora

[Vu(z)]” < 2F (u()), (1)

per ogni x € R™.

1.1 Legame con la conservazione dell’energia

Quando n = 1, (1) si riduce al classico principio di conservazione dell’energia.
Infatti, se n = 1, I'equazione si riduce all’equazione differenziale ordina-
ria i(t) = f(u(t)), per t € R.
Osservando che

4 (w) =i = f(u)iu = i(F(u)),

si ottiene che

2 2
Da cui, chiamando
|a(0)[?
1= F(u(0) - 2OL,
otteniamo che, per ogni t € R,
|a(t)[?
D = F(u(t) — . 3)
Facciamo ora vedere che
Ky > 0. (4)

Supponiamo, per assurdo, che k, < 0. Allora, essendo F' nonnegativa, (3)
darebbe che

> — Ky = |/€u| >0,

cioé

CoN Ry := 1/2|Ky| > 0.

Questo significa che o 4(t) > &y 0 u(t) < —FRy. Quindi o u(t) > u(0) + Ryt,
o u(t) < u(0) — Ryt. In entrambi i casi, mandando ¢ — +o00, si avrebbe che u
non ¢ limitata, contro le nostre ipotesi. Cio dimostra (4).



Da (3) e (4), otteniamo che, per ogni t € R,

|a(t)|”
2

< F(u(t)),

che & (1) quando n = 1.
Quindi, nel caso n =1, (1) puo essere dimostrata in maniera elementare.
Inoltre, (2) & semplicemente il principio per cui Ienergia totale (cioe cinetica
pill potenziale) del sistema, che si scrive come

€ costante in .
In questo senso, la disuguaglianza di Modica (1) puo essere vista come un
analogo multidimensionale del classico principio di conservazione dell’energia.

1.2 Esempi di alcune classiche stime a priori

Quella di Modica € ’esempio di una stima a priori. Con questo termine indi-
chiamo le stime valide per tutte le possibili soluzioni di una classe di problemi,
anche se le ipotesi non garantiscono l'esistenza della soluzione (rimandiamo a
[GT83]). In letteratura abbiamo altri esempi di stime a priori, come la disu-
guglianza di Calderén-Zygmund, la disuguaglianza di Schauder e la stima di
Cauchy.

La disuguglianza di Calderén-Zygmund, (vedi pag. 235 di [GT83]), fornisce
una stima W?2? di questo tipo:

Se f e LP(By) con 1l <p< oo, eu€ WlQ’p(Bl) N LP(By) ¢é soluzione debole

oc
dell’equazione Lu = f in By, dove L é un operatore ellittico, allora

lullwzr(,,.) < ClllullLea,) + 1 FllLr 1)), ()

dove C ¢é una costante dipendente da parametri dell’equazione.

Un altro esempio di stima a priori ¢ quella di Schauder (vedi pagg. 93-109
di [GT83]) che da una stima C%® di questo tipo:

Seu € C?(By) e f € C*(By) soddisfano l’equazione Lu = f in By, allora

[ullc2a(m, n) < ClllullLe sy + 1 fllcas))- (6)

La cosiddetta stima di Cauchy (vedi pag. 22 di [GT83]) fornisce una stima
a priori sul gradiente:

Se u € una funzione armonica in ), allora

n
[Vu(z)| < 5 sup [ul, (7)
R Br(z)



per ogni x per cui Br(x) CC Q.

Osserviamo che se u € armonica e limitata su tutto R™, allora la (7) o la
(1) implicano che u & costante (questo risultato ¢ noto come Teorema di Liou-
ville). Quindi, una delle (banali) conseguenze di (1) & anche una dimostrazione
alternativa del Teorema di Liouville.

La differenza sostanziale tra (1) e le classiche stime di Calderén-Zygmund,
Schauder e Cauchy consiste nel fatto che (5), (6) e (7) sono tutte stime che
coinvolgono un dominio (su cui u verifica I’equazione), mentre la (1) fornisce
una stima puntuale.

1.3 Monotonia dell’energia

Diverse sono le applicazioni di (1). La prima, data in [Mod89], consiste nella
monoticita dell’energia relativa all’equazione di Allen-Cahn: usando (1) viene
dimostrato in [Mod89] che:

Se F € C%(R) ¢ nonnegativa e u & una soluzione limitata di Au = F'(u) in
R"™, allora la funzione

B(r) = /%|Vu|2+F(u)dx
B,

rn—l

é non decrescente in r € (0, 4+00).

La monotonia della funzione E(r) mostrata in [Mod89] puo essere interpreta-
ta alla luce della teoria delle superfici minime, in cui si hanno formule di mono-
tonia per il funzionale area, legate alla teoria della regolarita (vedi Remark 5.10
di [Giu86]).

1.4 Legame con la congettura di De Giorgi
Ennio De Giorgi, in una sua famosa congettura [DG79], chiede se:

E vero che tutte le soluzioni di
Au = —u in R", (8)

con lu| <1 e du/0x, > 0 sono unidimensinali (cioé dipendono da una sola
variabile), almeno se n < 8%

Questa congettura e ancora in parte aperta nella sua generalita. Infatti,
nonostante lo sforzo di matematici di primo livello, si sono risolti pienamente
solo i casi per n = 2,3 (vedi [BCN97, GG98, AC00, AACO1]). Per n > 4, i
risultati pilt vicini alla soluzione della congettura, sono quelli di [Sa03], in cui si
dimostra la congettura sotto l'ipotesi ulteriore

lim (2, 2,) = +1 (9)

Ty, —to0

per ogni 2’ € R"™1.



Non & noto se la congettura sia vera in dimensione 4 < n < 8 senza l'ipotesi
supplementare (9).

Tuttavia, come mostrato in [FV], 'ipotesi aggiuntiva (9) puo essere indebo-
lita. Infatti, considerati i seguenti limiti

lim  wu(z’,z,) =u(z’)

Ty —+00

e lim w2, z,) =u(z),
Ly —— 00

si ha che la congettura ¢ vera se le funzioni @ e u sono bidimensionali (cioe
dipendono da due variabili: si osservi che nell’ipotesi (9) @ e u sono costanti e
quindi, a maggior ragione, bidimensionali).

Notiamo che la “dimensione critica” che De Giorgi pone per la sua congettura
e n = 8, forse per il legame con il problema di Bernstein per superfici di area
minima, secondo il quale ogni grafico di area minimale di una funzione definita
suR"=R"!'&un iperpiano se m < 7 ovvero n < 8.

Per n > 9 esiste un recente controesempio che prova la non estendibilita
della congettura di De Giorgi per queste diminsioni: si veda [DPKWO08].

Ricordiamo che I'equazione (8) ¢ legata a funzionali di energia usati in fisica
per la teoria dei superconduttori e dei superfluidi (vedi [GP58, La67]), allo studio
dell’influenza tra gas e solidi (vedi [Ro79, AC79]), a problemi di fluidodinamica
(si veda [La67, AC81]) e di cosmologia (si veda [CaG95]).

Tornando alla disuguaglianza di Modica (1), in [CGS94] si dimostra che:

Se vale l'uguaglianza in (1), in un punto p non singolare, allora la soluzione
u € unidimensionale.

A questo punto, nel caso particolare di f(u) = u® — u, abbiamo che la

simmetria unidimensionale cercata dalla congettura di De Giorgi sussiste purche
esista un punto non critico che soddisfi 'uguaglianza in (1).

In questo elaborato, estenderemo anche questi tipi di risultati di simmetria
al caso di funzionali pitt generali del Laplaciano (rimandiamo al paragrafo 1.6 e
al Capitolo 2).

1.5 Estensioni del lavoro di Modica

La stima (1) fu ottenuta in [Mod85] per funzioni u che soddisfano la classica
equazione di Poisson in tutto R"™.
In [CGS94], si ottiene una stima analoga a (1) per operatori singolari e
degeneri in tutto R™.
L’equazione differenziale considerata in [CGS94] ¢ in forma di divergenza ed
e del tipo
div(®'(|Vul?)Vu) — F'(u) = 0. (10)

Si osservi che il caso particolare in cui ®(s) = s riduce (10) all’equazione di
Poisson Au = F'(u), che ¢ quella studiata in [Mod85].



In [CGS94] si ottiene una stima puntuale sul gradiente analoga a (1), del
tipo:
20/ (|Vu(@) )| Vu(z)]® — &(|Vu(2)|*) < 2F (u(2)).

Lo studio degli operatori singolari e degeneri trova terreno fertile per nume-
rosi sviluppi. Ricordiamo, ad esempio, che alcuni problemi, come lo studio di
sistemi di molle non perfettamente elastiche (punti critici per i modelli genera-
lizzati di Frenkel-Kontorova, si veda [LV07]) e delle barre elastiche in tensione
(si veda [Ant73]), usano equazioni degeneri e singolari.

Notiamo che, per tali operatori degeneri e singolari, la teoria della regolarita
& piu debole di quella degli operatori ellittici; infatti la soluzione u €, in generale,
soltanto C'1+@| e il valore ottimale di o non & ancora noto (rimandiamo a [DB83,
Tol83, Tol84, Lie86, DBI1]).

Inoltre le soluzioni di equazioni degeneri possono esibire fenomeni tipo pla-
teau (cioe, ad esempio, essere costanti su un insieme aperto, senza essere costan-
ti ovunque) e il Principio del massimo e di confronto diventano problematici
(rimandiamo a [PS07]).

Una recente estensione al lavoro di Modica, ¢ dovuta a Farina e Valdinoci
[FV09]. Nel loro lavoro, viene studiato il problema per l'operatore A su domini
propri (cioe¢ non vuoti e non uguali a tutto R™). Piu precisamente, [FV09]
considerano il caso di un dominio (cioé un aperto connesso di R™) €2, con Q # ()
e 2 # R" e studiano il problema

Au+ F'(u) =0 in Q
u>0 in €,
u=20 su 0f2.

La stima puntuale ottenuta in [FV09], analoga a (1), &
1
§|Vu(x)|2 < ¢, — F(u(x)), per ogni z € Q, (11)

dove
Cy = sup F(r).
T€[0,[|ul Loo ()]
Notiamo che (11) & pit generale di (1) in quanto la F' pud cambiare segno (questo
motiva l'introduzione di ¢,,).

In questo testo, estendiamo entrambi i lavori [CGS94] e [FV09], facendo
fronte a entrambe le difficoltd aggiuntive al caso di [Mod85]. Considereremo
cioe operatori singolari degeneri, come in [CGS94], ma in domini propri, come
in [FV09).

Piu precisamente, data una funzione F € C%%(R), studiamo le soluzioni
limitate del problema



div(®'(|Vu|?)Vu) + F'(u) =0 in Q
u>0 in Q, (12)
u=~0 su 0.

Come di consueto, se u € C*(Q) intenderemo che u & soluzione di (12) se risolve
I’equazione in senso debole, cioe se

/Q (®'(1vuP)Vu- Vo - F'(u) =0,

: 1
per ogni ¢ € Cy(Q).

Supponiamo che 2 sia un dominio con bordo non vuoto e con regolarita
Cp.S. Notiamo che 9Q ¢ sufficientemente liscio da definire la sua normale e
la sua curvatura media (questa osservazione sara importante per la successiva

condizione (18)).

Come in [CGS94], presenteremo due insiemi di assunzioni che c¢i daranno
una serie di ipotesi sulla funzione ®, garantendo una certa ellitticita, seppur
degenere o singolare:

Assunzione (A). Esistono p > 1 e a > 0, e delle costanti ¢1, co > 0 tali
che ® € C3*(R™) e per ogni o, £ € R"\{0}

ci(a+|o])P7? < ®'(jo]?) < ca(a + [o])P7%; (13)
cr(a+[o))P72EP < aij(0)6i8; < eala+ |o])P ¢ (14)
ij=1

In (14) abbiamo usato la notazione

a;j(0) = 20" (|o*)oi0; + @' (|o]*)y;.- (15)

Un esempio di funzionale che verifica questa assunzione ¢ il p-Laplaciano:
div ((a + |Vu|2)pT_QVu) =F'(u), a>0.

Assunzione (B). Esistono c1, ca > 0 tali che ® € C**(R") e per ogni
oceR”

a(l+o) < (jo*) <ea(1+ o)), (16)
al+ o) TP <Y aij(0)6& < cal+ o)) THE P, (17)
ij=1



dove & = (£,&,41) € R™*! & ortogonale al vettore (—a, 1) € R*HL,

Osserviamo come quest’ultima assunzione si adatti all’operatore di superfici
minime
Vu
V| ——m— | = F'(u).
V1+|Vul?

Considereremo inoltre la funzione ® normalizzata tale da avere ®(0) = 0.

1.6 Risultati ottenuti

I teoremi da noi dimostrati estendono alcuni risultati di [FV09] al caso di
operatori degeneri e singolari.

Il primo risultato ottenuto € una stima puntuale sul gradiente: come in
[FV09], considereremo i casi in cui Q = Qg x R"~*_ con € limitato, e in cui
€ un epigrafico:

Teorema 1.1 (I). Sia Q = Qo xR"™*, dove Qy C RF ¢ un dominio limitato.
Supponiamo che

la cuvatura media di 02 sia nonnegativa. (18)

Sia u € CY(Q) N L>®() una soluzione in senso debole di (12), con |Vu| €

L>(Q).
Sia
Cy 1= sup F(T) (19)
r€[0, [|lull oo ()]
Allora

20/ (|Vu(z)|?) | Vu(x)|? — (| Vu(x)|?) < 2(cu — F(u(z))), per ogni z € Q. (20)

(II). Supponiamo che Q sia un epigrafico, cioé che esista una ¥ : R"~! — R
tale che
Q= {(z,2,) € R"! x R tale che z,, > ¥(z')}.

Assumiamo U € C%(R™™1), con

HV\I/HCLQ(]Rn—l) < +o0. (21)

Supponiamo inoltre che (18) sia verificata.
Sia u € CH(Q) N L>(Q) una soluzione in senso debole di (12).
Allora vale la formula (20).

Nei casi in cui (20) & verificata, sotto opportune ipotesi di regolarita sui
punti critici di F', € possibile anche determinare il valore di ¢, in (19). Questo
¢ il secondo risultato che presentiamo.



Teorema 1.2 Sia Q C R"™ un dominio e sia u € C1(Q)NL>(Q), con |Vu| €
L (), una soluzione debole di (12) per la quale (20) ¢é vera.
Nel caso p > 2, assumiamo anche che se xo € ) verifica F'(u(xg)) = 0,
allora
|F' (u(z)) = F'(u(z0))| < Clu(z) — u(zo)P~* (22)
per ogni x € , dove p ¢ lo stesso della (18) e C una costante positiva.
Allora,

¢y = max {F(O)7 F (”u”LDO(Q))} (23)
e
cu > F(t) per ogni t € (0, |lullp=@)) -
Inoltre, se
F'(0) >0, (24)
allora
cu = F (ullp=@) (25)
e
cu > F(t) per ogni t € [0, ||lul|p(q)) (26)

a meno che v sia identicamente 0.

Il terzo teorema da noi ottenuto € un risultato di rigidita: se vale I'ugua-
glianza in (20) per un punto non degenere, allora u ¢ unidimensionale. Piu in
dettaglio:

Teorema 1.3 Sia Q C R"™ un dominio e siau € C1(Q)NL>(Q), con |Vu| €
L>(Q), soluzione di (12) per la quale (20) é vera.
Supponiamo che valga la (22) e che

Vuguaglianza in (20) valga per un punto p € QN {Vu # 0} (27)
e sia C la componente conessa di Q) contenente p.
Allora, l'uguaglianza in (20) vale per ogni punto in C, ed esiste w € S"~1 e
up : R — R tale che u(z) = up(w - ) per ogni x € C.
Inoltre, se

vale I’Assunzione (B) o (28)
vale I’Assunzione (A), conp=2 0a >0,

allora u(x) = uo(w - x) per ogni x € Q.

Infine, ci occupiamo del problema inverso di determinare il dominio ) a
partire dalla soluzione u, ottenendo il seguente risultato:

Teorema 1.4 Assumiamo che la (22) e la (28) siano verificate.

Sia u € CH(Q) N L>®(Q), con |Vu| € L®(Q), soluzione di (12), per cui la
(20) ¢ vera. Supponiamo che valga l'uguaglianza in (20) per almeno un punto
p € QN{Vu # 0}.

Allora 2 € un semispazio oppure una striscia.
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1.7 1l ruolo della curvatura del dominio

Vogliamo sottolineare che 'ipotesi di curvatura del dominio (18) non puo essere
rimossa, come mostrato dal seguente esempio.
Sia Q = R™\B; e sia

1
u(z):=1-— —|a:|"—2’
per n > 3.
Sia anche F' := 0.
Allora,

Au+ F'(u) =0 in R™\ B
u>0 in R"\ By,
u=0 su 0B;j.

Tuttavia, se u verificasse (1), si avrebbe che
Vul® <0,

che implica u identicamente nulla.
Questo assurdo mostra che (1) pud non valere su domini propri se la loro
curvatura ¢ negativa.

1.8 Alcune idee sulle dimostrazioni

Per le nostre dimostrazioni, & utile definire la seguente P-funzione:
P(u,z) = 20'(|Vu(2)*)|Vu(z)|* — @(|Vu(2)[*) - 2F (u(2)).  (29)

L’idea generale della P-funzione (vedi [Pay76, Spe81]) & che P sia soluzione di
un’equazione ellittica (almeno in punti non singolari) e che si possa dimostrare,
via principi di confronto, che P sia non positiva: si noti infatti che questa stima
sul segno di P implica la disuguaglianza puntuale sul gradiente in (20).

Piu precisamente, si ha il seguente risultato (la cui dimostrazione, adattata
da [CGS94] & molto calcolosa):

Lemma 1.1 Sia u € C3*(Q) soluzione di (12) dove ® € C3(R*) e F €
C%(R). Sia P come in (29).

Allora
0 3P VP2 .
Z |Vu|2 <Z d;ij(Vu) ) > m in Q, (30)
dove
dij(0) == aij/A(|o]*), (31)
_n o, S Ou " (|Vul?)|Vul?
Bi= B0 =iyt (1 s ) @

11



A(s) := 259" (s) + @' (s). (33)

Per ottenere il Teorema 1.1, si usa quindi il Lemma 1.1 al fine di dimostrare
che

P <0 per ogni funzione u (34)
appartenente a una “buona famiglia” di soluzioni.

La dimostrazione di (34) procede per assurdo, assumendo che I’estremo superiore
della P-funzione, fatto sulle x del dominio e sulle u della famiglia, sia negativo.
Si considerano quindi x e uy che tendono a raggiungere tale estremo superiore.
Per la compattezza data dalla teoria della regolarita ellittica e singolare (vedi
[DB83, Tol83, Tol84, Lie86, DBI1]) la uj converge a meno di sottosuccessioni.
Quando xj rimane all’interno del dominio, si ottiene una contraddizione con
argomenti simili a [Mod85, CGS94] (moralmente, “per punti interni al dominio
si torna al caso dell’equazione su tutto R™”). Per punti zj che convergono al
bordo, si usa il pricipio di Hopf (rimandiamo a [PS07]) e si calcola il segno della
derivata normale di P: l’assurdo viene ottenuto in questo caso dall’assunzione
sul segno della curvatura del dominio in (18).

Per dimostrare il Teorema 1.2 si prova, grazie ad una disuguaglianza diffe-
renziale, che nei punti critici in cui la F' raggiunge il massimo, la funzione u e
costante. La tesi seguira poi per assurdo.

La tecnica dimostrativa adottata per il Teorema 1.3, & la seguente: si parte
col provare che 'uguaglianza in (20) vale su una componente connessa aperta
C di QN {Vu # 0}. Per questo, usiamo il Principio del massimo forte sulla
funzione P. Successivamente si mostra che gli insiemi di livello di » in C' sono
una famiglia di ipersuperfici isoparametriche, cioe

Au = f(u)
|Vu| = g(u),

con g € CH0, [|u| Lo (a))-

Tali ipersuperfici isoparametriche sono state completamente classificate: esse
debbono necessariamente avere simmetria sferica, planare o cilindrica.

I casi sferici e cilindrici vengono eliminati da un’analisi geometrica, resta
quindi il solo caso di simmetria planare.

In effetti, questa simmetria & dimostrata in questo modo sulla sola compo-
nente connessa aperta C: ma il Principio della continuazione unica ci permette
di estendere tale simmetria su tutto 2.

Infine, lo studio della geometria degli zeri di una funzione unidimensionale
ci permette di dedurre il Teorema 1.4 dal Teorema 1.3.

12



2 Stima puntuale del gradiente per soluzioni di
equazioni ellittiche singolari o degeneri in do-
mini propri con curvatura media nonnegativa

Diamo ora le dimostrazioni dei risultati proposti (rimandiamo al paragrafo 1.6).

2.1 Dimostrazione del Lemma 1.1

Dimostrazione: Notiamo subito che da (14) segue che A(s) > 0 per s > 0.
Derivando la funzione P si ottiene che

AV Y Y (3)

;0T 8mk Oox;

8@

Da cio segue che

ou
Z oz, (Z: dij(Vu) ) Z oz, <f (u) p dij(Vu) 8@) +
0 0%u ou
2 a )
* Zaxj (Z‘” Vb7 8xk> oz (36)
+2Za (1Vul) Z O
g 0x;0xy 8x 8mk
Inoltre, ricordando la deﬁmzlone in (15) si vede che
0u ,
%: aij(vu)m = F'(u) = f(u) (37)

e quindi si ha che

0 . ou
25, (Z (Vul) 5 M) =S g (3%)

A questo punto riscriviamo la (36) usando la (38) ottenedo

i ( )g;) =

ou Ou 9%u
/ _—
u) Z Oxy, Ox, +2 Za” [Vul) Z 0x;0xy, &T 8xk (39)

8u ou 0 ou
_ng ") 50 o (u);%j (;diﬂ'(v“)a—m)

13



A questo punto, dalla definzione delle funzioni A(s) e d;;(o), si osserva che
vale la seguente uguaglianza:

, Ou du 8u ou
(u) Xk: Oz, Oz, ; fu 81‘1 8@

. &/ (|Vul?)|Vul? 1 20" (Vul)| '] _
=) {'V“'Q - AV uf?) ] -

= f'(w) [[Vul* = |Vu] = 0

Quindi, sostituendo questa equazione in (38), si ottiene che

0 oP

0%u 0 ou
— QZGU [Vul) Z 9208 &T 3$k zj:a— <Zdij(VU)%> . (40)

Inoltre, dalla definizione di d;; e da (38), segue che

_ .
Zd” axlaxj Avup) ™

Z i A )8P _
5y \ 2= ) =
=2 Za” [Vul) Z 8x78xk axjaxk (41)

. )2y Pl
2 Za 2 V) 5 2R (uy

Inoltre, usando la (15), la (31) e la (33), possiamo scrivere:

quindi (40) diventa

20" (|Vul? )8;‘ 8; + &' (|Vul?)d;;
S Ly 2 oy e 0 02 L (2)
” 0x; ox; ” Oz; Oxj  2|Vul?®"(|Vul?) + '(|Vul?)

Calcolando quindi la derivata del rapporto di funzioni che troviamo sopra, si
ottiene (omettiamo, per facilitare la lettura, 'argomento di ® e delle sue derivate
che & |Vul?):

" u _8*u_ du n_8%*u ” ou 8*u
ou |:4(I) Zk Oz, Oxj0x) Ox; 8wJ +2¢ Ox;0x; 8:r +2® oz, 8T

— Oz (2|Vul20” + 3/)2
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20"y, Qv 0t 57J}(2|Vu|2<1>"+c1>)

Tk 87" 0Ty

IVuPa” + @)’

u U U 2u
5 ou (20" G5 1+ @ 5u)[4¢>” Yk oo gape t
— O (2|Vu|2<1>”+<1>’)2

2
+4|vu|2(1)/// Zk 8;1 8T 8Tk + 20" Zk 8;1 8T678u7"k
2IVuldr + /)2

Ora, basta semplicemente svolgere i prodotti per ottenere

Z 8u _(2[Vulre” + <I>')|Vu|2Au
Ox; 8%1 (2|Vul2®” + &)

271, u u
Ly v+ @) 5205 b e
(2|Vul2®" 4 ')2 ’

ij

e ciog, da (33), abbiamo:

0 ou _ ®"(|Vul?) 0%u  Ou Ou
%: O0x; dis(Vu) ox; 2 A(|Vul?) [Vul*Au - Z O0x;0x; o, 8xj (44)

Notiamo inoltre che da (15) e da (37) abbiamo che
ou Ou 0?u
— 7z ou v _gv
) = 35 (207 (19) 52 5+ W (T8 ) 5

ij

= 20" (|Vaul?) Zaa U 0w U vl Au

;0% ; &UZ 8@

da cui segue la seguente uguaglianza:

f(w) <I>” O%u  Ou Ou
A =
YT (V) Z 0,07, Ox; 0x;

A questo punto possiamo riscrivere (44) nel seguente modo
ou
Z Ox; dij Vu

B D" (|Vul?) 9 O*u Ou Ou |
=2 Fvapaqvap) [TV - A(vuP) Zaxlaxj Ox; 0x; |

15



B CI>”(|Vu| OP du
T (Vu)A(Vu?) Z

dove nell’ultimo passaggio abbiamo (35).
Quindi, ricordando (40), abbiamo che

0 oP O (|Vul|?) OP Ou
zj: oz, <Zd”(v“)a_xi> ~ N Ve AV Z Oz; 01

3

Pu  *u f2(u)
N 22&” Vu) 8%8% dx;0x), 2A(|Vu|2)'

ijk

(45)
Ora, ricordando la disuguaglianza di Schwarz, poniamo
Z 82 8U
O0x;0xy, 8%

Quindi

Z 9%y Ou 0%*u Zz
o Ox;0x1, Ox; Oz ;0zy, &frj ks

s (2 (6) ) (£(5))

e di conseguenza

percio

9%u \’
2 2
2y < zl: (8x¢8xk> [Vul.

Questo prova la seguente disuguaglianza :

2
0u Ou 0%*u Ou
> ey 9 4
[vul Z <8x 8%) B ; Ox;0x) Oz; Ox 0y Ox; o

A questo punto, da (15), segue

Z 0 (V) =2 0%u 0%u B

i &Tﬁxk 8%6@ o

ijk

Sy Pu g Qu u 9w O
ijk J ijk J J

Grazie alla (46), deduciamo da (47) che

0%
>
Za” Vu) 8x78xk Ox;j0xy —

ijk
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Z 'LL Z 82 8u
[Vul? amzaxk 8%1 — Ox,;0x) 8@

0%u 0%u  Ou
20" E — =
* — Ox;0xy, 8%1 Z 0x;0xy Ox;

0% 0%u  Ou

- [Vu|? %: Ox; 0y, 8%1 — Ox;0y, oz’

D’ora in poi sott’intendiamo che I’argomento di ®, ® e ®” & |Vu|?.
Inoltre, osserviamo che da (35):

Z 0%u Pu_ du Z 8P f— 2 1
— Qw;0zy, &frl Ox;0xy, Oxj p Oz Oz ) 4A2°
Questa identita implica che:

Pu  u 1 oP du \*
g > il _ .
Za” (Vu) O0x;0xy, Oxj0xy — 4|Vul?A Zk: <8xk * 2f8xk)

ijk

Ora sostituiamo in (45) e otteniamo:

0 oP Q" f OP Ou
— iy | - >

17



Otteniamo allora:
0 oP f ou <I>”|Vu|2
2 [ .. _— J— —_ —_
[Vl Ej:axj <§i:d”(vu)axi> K2 oz, (H & 8%
) oP f = Ou OP
_ 2 . . - ) _
= [Vl Zaxj <§;d”(vu) 8xi> 2A B; Oz

_Qi(b_|vu|22 Ou 8? >

A D!

|Vu|? opP ou \?
> - - _
~ 2|Vul?A Z Oxy, +2f8xk
Ou OP
2— — =
1 oP oP 8u 2 ou
- ﬂl?(a?) fza Com T2 M‘
2
Lojgupll _ol 502 0u
2Vl T~ 23 Z w; 0z,
_ VPP 0P Ou 2_ _
- oA +2A Jg Oy T2V
OP Ou
j— 2— —_ _— =
_ vpp
2A
e questo dimostra (30). O

2.2 Dimostrazione del Teorema 1.1

A questo punto arriviamo a dimostrare il primo risultato. Cerchiamo di estende-
re il lavoro di [FV09], provando che vale per funzionali pili generali. Proveremo
che la tesi e vera sia per i domini limitati che per gli epigrafici. Per farlo, per
prima cosa useremo la formulazione debole del risultato del Lemma 1.1, suc-
cessivamente si procede a dimostrare che l'estremo superiore, di un’opportuna
P-funzione, & negativo.

Dimostrazione: Il metodo che seguira & ispirato ai lavori fatti in [Mod85,
CGS94, FV09]. Ora dimostremo il caso (II), ciog il caso in cui 2 & un epigrafico.
11 caso (I) seguira facilmente con piccole modifiche che discuteremo alla fine della
dimostrazione. Sia

G(t) = ¢y — F(1).

Notiamo che

G(t) >0 (48)
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per ogni ¢ € [0, [|u|| L (q)]. Per ogni v € C'* nel suo dominio, e C* in {|Vu| # 0},
e per ogni z nel dominio di v, definiamo la funzione P(v,z) come in (29), con
G al posto di F.

Dal Lemma 1.1 precedentemente dimostrato, sappiamo che

oP 8P VP2
2 Ve
E |Vv| (E d;j(Vv) ) + E B > 2A(|Vv| )

debolmente in {Vv # 0}.
Allora, posto a(x) = |Vv(x)|? e D forma bilineare derivante da d;;, per ogni
® € CL({Vv # 0},]0,00)) la sua formulazione debole sara

2 _ G'(v)pVv-VP

- [(D(VeR) VP V(ap) —2 | S

[ GV - VPP (|Vu]*)|Vu|? . |VP|?p
R (e T U e ST D

Per ogni ¢ € C§(Vov # 0,[0,00)), prendendo § = ¢/a e sostituendo sopra,
abbiamo che

G/ (0)pVo - VP
_/< (VoP)VP V(e -2 | T

/ 4 2
/G v)pVu - VPO (|Vof? MQ/ VPR s0)
o 2A(

dx—

A(IVo]2)@'(|Vv]?) [Vo]2)|[Vu|?
Da cui,
B-VP VP2
P)+ > > |
Zaxj (VOIVP) + TG0 2 saqvep) v = ° (51)

debolmente in {Vv # 0}.
Ora, ricordando (21), denotiamo con G l'insieme di tutte le funzioni ¢ €
C%(R"1) tali che la superficie {x,, = 1/(z’)} ha curvatura media nonnegativa e

R P |2 T/ E—, (52)
Per ogni 9 € G, definiamo il suo epigrafico
Q= {20 > v},
Notiamo che, per costruzione, se 1) € G abbiamo che
la curvatura media di 9y ¢ nonnegativa. (53)
Definiamo

F = {v € C*(Qy) soluzione debole di div(®'(|Vv|*)Vv) = G'(v) (54)
in Qy con 0 < v < ul|p=), [|VV]L=@) < [Vulln=(),
v=0sudy e egGl
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Notiamo che se v € F allora esiste una ¢(*) € G tale che v & C? in Q) . Cosi,
con un piccolo abuso di notazione, scriveremo

Ly = Qyw,

quindi €2, denotera il dominio di ogni v € F.
Ora, consideriamo

Py= sup P(v,x). (55)
vEF, €N,

Dalla regolarita ellittica (rimandiamo a [Lie86]), abbiamo che
[vllcra,) < C, (56)

per ogni v € F, dove C' > 0 dipende solo da [[ul| <) € |¥||¢2.amn-1). Percio,
come ovvia conseguenza di (56) si ha che Py & finito. A questo punto, ricordando
la (21), osserviamo che u € F, Q, = €, e allora la tesi & provata se mostriamo
che

B <o. (57)
Per provare questo, supponiamo per assurdo che
Py >0 (58)

e prendiamo v, € F e zy € €, tale che

1
PO — E S P(vk,xk) S P(). (59)

Sia
ug(x) = v (x + k).

Notiamo che u € G e
0€Qy,, (60)

perche zj, € Q,, . Si nota anche che P(uy,0) = P(vg, zx), quindi
1
P() — E § P(uk,O) S P(). (61)

Da (56) e dal Lemma 6.37 di [GT83], sappiamo che possiamo prendere @y €
CH(R™) un’estensione liscia di ug, che sia iy = uy su Q,,, tale che

||ﬂk||cl,a(Rn) S C (62)

Ora denotiamo con ¥, € G la funzione che descrive 9€,, . Sapendo che 0 € Q,,,
possiamo dire che

Pr(0) <0. (63)
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Questo prova che
¥ (0) & limitata. (64)

Per provarlo, supponiamo per assurdo che non sia vero. Allora, dalla (63), si
potrebbe avere che 15 (0) — —o0, a meno di sottosuccessioni. Percio, dalla (52),
si potrebbe avere che ¢ (z') — —oo localmente uniformemente.

Inoltre, dalla (21), uy convergerebbe, a meno di sottosuccessioni, in C}L (R™)
a qualche u., € C'(R™) che risolve debolmente

div(®' (| Ve |*) Viies) = G () in R™. (65)

Prendendo il limite in (61), si avrebbe Py = P (oo, 0), € cosi, da (58), P(tso,0) >
0. Ma questa affermazione e la (65), portano all’assurdo grazie al Lemma 4.11
in [FSV08] o al Teorema 1.6 in [CGS94].

Cosi segue che 95 (0) & limitato. Quest’ultimo risultato e (52) ci portano a
dire che ¢, converge in C120C (R™1), a meno di sottosucessioni, ad una funzione
Yoo € G. A questo punto possiamo scrivere

Qoo = {Tn > VYoo (2)}.

Quindi, richiamando (62), si ha che @, converge, sempre a meno di sottosucces-
L. 1.a
sioni, in C)(R™), a qualche u, con

htscllcne ey < C. (66)
Abbiamo che 1, € soluzione debole di
div(®' (Voo |?) Vioo ) = G (too) in Qoo (67)
Infatti, se x = (', z,) € Qoo, allora ' > 1o (z') per k grande, e questo da:
div(® (|Vitee |?) Ve ) =
= Jim @@ (Vo) V) = Tim G un(e)) = G (oo (1)

in senso debole, che ¢ esattamente la (67).
Inoltre, per ogni 2’ € R"~!,

[thoo (', o0 (27))] < Ju (2", Yoo () = thoo (2, thoo () |+

Hluk (2, oo (1)) — un (2, Yr(@))] + [ur(@’, Pr(2))] <

< osupJueo — uk| + Cltoo(2') — Pr(a”) + 0.
B1(@/ oo ()

Percid, mandando k — 00, si ottiene che uoo (', Yoo (2')) = 0, che vuol dire
Ueo i annulla su 0. (68)

In particolare, us, € F.
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Passando a limite in (61) e ricordando che Py > 0, otteniamo:

20" (| Voo (0)*) [Vt (0)]* — (| Vi (0)*) (69)

—2G(Vuso(0)) = P(ueo,0) = Py > 0.
Ricordando anche (68) si osserva che
Optioo(z) >0 per ogni € Q. (70)

Indichiamo con v la normale interna di 0.
Affermiamo ora che

bni [Vuso| = 0. (71)

Per provarlo supponiamo per assurdo che

Si)nf |[Vueo| > ¢ (72)

per qualche ¢ > 0. Fissiamo @ dentro Q e consideriamo la soluzione v €
C1(R, Q) dellODE

_ Vue(3(8)
T T T NVue (7))
7(0) = Q.

Notiamo che v & globalmente definita per la (72) e non tocca 02 sempre per
(72). Di conseguenza, per ogni ¢ > 0,

2/|ullLoe(0) = Uoo (7(F) — oo (7(0)) =

— [ Vua()7 (s = [ [Vuscs)lds = et
0 0

Per ¢ grande segue assurdo, e possiamo concludere che (71) ¢ verificata.
Ora affermiamo che

se P(uco,y) = Pp per qualche y € o, allora y € 0Qq. (73)

per dimostrarlo, procediamo ancora una volta per assurdo, e supponiamo che y
stia in Q. Allora,

l'insieme U = {z € Qo t.c. P(uso, ) = Py} & non vuoto. (74)
Percio, per ogni z € U,
0< Py=Plux,x) =

=20/ (| Vo |H) [ Vtioo|? — (| Voo |?) — 2G (uno)-
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A questo punto, Vu(x) dev’essere per forza diverso da zero, perche se cosi non
fosse, ricordando che ®(0) = 0, si ha:

By = Ptoo, 2) = =2G(uoo(70)) <0,

perche G > 0, da cui 'assurdo dal momento che Py > 0.
Tutto questo ci porta a dire che

se x € U, allora |Vus(x)| > 0. (75)
Inoltre, da us € C1(R™), segue che
U ¢ chiuso in Qq. (76)
Proviamo anche che
U ¢ aperto. (77)
Per dimostrarlo, prendiamo = € U e da (75) si deduce che

inf |[Vueo| >0

rg (T

per qualche r, piccolo e positivo. Questo, insieme a (51) e al Principio del
massimo forte (rimandiamo a [GT83]), implicano che Py(y, us) = Py per ogni
y € B, (z). E questo prova che U ¢ aperto.

Il fatto che Q. sia un epigrafico (quindi connesso), e da (74), (76), e (77),
ci fa concludere che

U=0. (78)
Ora ricordando (71), possiamo prendere z; € Q4 tale che

lim Ve (z;)] = 0. (79)

oo

Allora
Py = P(Vuso, xj) =

= 20" (|Vtoo () *) [ Voo ()7 = (| Voo ()]%) = 2G (uco(27)) <
< 20 (| Voo (27)[*) [Vt ()

per ogni j € IN. Allora, dalle Assunzioni (A) e (B), e passando al limite, si
ottiene che Py < 01il che ¢ in contraddizione con quanto assunto in (58). Questo
prova (73).

Ricordando che Py = P(uc0,0) > 0, segue che

0€ 00 (80)
e che

P(too,0) = Py > P(tco, x) per ogni € Q. (81)
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Osserviamo ora che
Byuse (0) > 0. (82)

Infatti, se cosl non fosse, ricordando (70), si avrebbe che d,ux(0) = 0 e
quindi Vues(0) = 0, che insieme a (69), ci da G(ux(0)) < 0, in contrasto con
quanto detto in (48). Quindi d,ues(0) > 0.

Come conseguenza di (51), (82), (81) e del Principio di Hopf (rimandiamo
al Teorema 5.5.1 di [PS07]) segue che

8y P(uso,0) < 0. (83)

Dalla definizione di P, segue che

%&P(uoo,x) = 20" (|Vttoo () *) | Vttoo () |* Voo () @)+ (84)
120" (| Voo (2)]?) Vitoo () - V(Dptioo () —
— &' (| Voo () *) Voo (2) (x))

per ogni z € Q.
Sapendo che
Voo = (Optioo )V

e da (84) possiamo scrivere che

%&/P(uoovo) = 20" (Voo (0)[)[(8y ttoo (0))1] (8y 1o (0) )1 - V(B (0)) + (85)
+0'(| Voo (0)|2)(avuoo (0)v - V(9rto(0)) — G’ (06(0)) Dyt (0) =

(per facilitare la lettura, sottointendiamo largomento di ®, &' e ®”, che &

[Vu(0)[?)
= 2(0 oo )3 " 0% oo + B0y Uoc 02 oo — G (Moo )Dpline =

= 0yUoo 02 Uoo (20" (D tine)* + @) — G’ (uso)]-

A questo punto, prendiamo le coordinate normali per 9 in 0, cioe definia-
mo su R delle cordinate (X7, ..., X,) in modo tale che I'ultima coordinata sia
parallela a v, cosi da scrivere, vicino a 0, 00y, come il grafico di una funzione
liscia 6 nella direzione di v.

Quindi, stiamo dicendo che, per qualche ¢y > 0,

Qoo N B, (0) = {(X', X;,) € R tc. X, > 0(X)},
con #(0)=0¢e

0;6(0) =0perognii=1,...,n—1. (86)
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Con un piccolo abuso di notazione, scriveremo (X ) quando lavoreremo con
questo nuovo sistema di coordinate. A questo punto, da (68),

Uso (X', 0(X")) =0
quando X' ¢ vicino a 0, inoltre, per ogni i = 1,...,n — 1,
Oitioo (X, 0(X")) + Optoo (X', 0(X"))0;(X") = 0.

Quindi, notando che u ¢ C? vicino 0, grazie alla (82), (14) e alla regolarita
ellittica (rimandiamo a [GT83]), differenziando ancora una volta, abbiamo

fittoo (X", 0(X")) + 207 100 (X', 0(X"))05(X") + 07 uoe (X', 0(X"))0F (X")+

+O0nUoo (X', 0(X"))0;:(X') =0

per ogni i =1,...,n — 1, quando X’ & vicino a 0.
Allora, da (86),
02100 (0) + Onioe(0)0:5(0) = 0,

perognii=1,...,n— 1. Sommando oradai=1,...,n—1, si ha:
Ao (0) — 02,1100 (0) + Onties (0)AH(0) = 0. (87)

Notiamo da (86), che la curvatura media di 00 in 0 & esattamente A6 (o
comunque proporzionale ad essa). Questo ci porta a dire, grazie a (53), che

Af > 0. (88)
Percio, grazie alla (87) e (88) si ha:
Ao (0) < 02, 100(0). (89)
Inoltre, con un calcolo diretto, si arriva a vedere che
G (Uoo) = div(®' (| Voo |*) Vs ) =

oy Olns 0% Ung

&fri 8xj &frlé)xj

= Moo (| Voo |?) + 20" (| Vo) D
j
A questo punto osserviamo ancora che, indicando con H(u) la matrice hessiana
di u, si ha:
(H(u)Vu)Vu = (H(u) (0100 )V) (Optioe )V = (Oythoo ) 202 oo -
E finalmente si arriva a dire che, grazie a (89),
G’ (150(0)) = A (0)'(|Vuse (0)*)+

8uoo 8uoo 82'“00

H (Vi OF) 2 557 O30 O, © <

ij
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< 02,1100 (0) [207 ([Tt (0)12) (9,106 (0))* + @' (| Vi (0))].

Da cio, grazie alla (82) e (85), si vede che 9, P(uso,0) > 0.
Ma questo € in contraddizione con (83), e cosi la dimostrazione di (57) &
finita e con questa, quella del Teorema (1.1), nel caso in cui §2 & un epigrafico.

Se Q non fosse un epigrafico, ma un dominio limitato come in (I), si procede
nello stesso modo con le seguenti modifiche:
e La definizione in (54) ¢ sostituita da
F = {v € C*(U) soluzione debole di div(®'(|Vv|*)Vv) = G’ (v) (90)
in ¢ con 0 < v < [[ufl ey, VOl L) < [[VullLes (o).
v=0sudlU eld € D},

con D la famiglia di tutte le traslazioni di 2:

D={p+9Q, conpeR"}.

e Glinsiemi €, ora appartengono a D, e cosi sono della forma pj + ;
allora la (64) viene sostituita da

pr € limitata.

2.3 Dimostrazione del Teorema 1.2

Possiamo raggiungere interessanti risultati se vale la condizione appena dimo-
strata, cioe se soluzioni di (12) verificano (20). In questo caso, sotto opportune
ipotesi su F' nei suoi punti critici, riusciamo a dare un’ottima stima di ¢, e in
alcuni casi anche a trovarne il valore.

Per questa dimostrazione, ci siamo ispirati al lavoro di [FV09], adattando
delle tecniche di [Mod85, CGS94].

Dimostrazione: Prima di tutto, proviamo che
se esiste un h € Q) tale che F(u(h)) = ¢, e F'(u(h)) =0,

allora u e costante. (91)

Per provarlo, definiamo r = u(h), e fissiamo un ¢ € Q. Dalla connessione,
possiamo prendere T' > 0 e una curva liscia v : [0,7] — ), parametrizzata per
lunghezza d’arco, tale che v(0) = h e v(T) = q.

Per ogni ¢ € [0, T, definiamo

Segue quindi, che
¥’ ()] = [Vu(y(1) -+ (). (92)



A questo punto, definiamo la funzione
P(s) = 2sP'(s) — P(s), s >0, (93)

e, se vale I’Assunzione A, consideriamo
E(s) = 1(s) — es®, (94)

con 0 <e< %cl, dove p > 1 e ¢; > 0 sono le stesse di (20).
Se vale I’Assunzione B, consideriamo la funzione

E(s) =1(s) — es, (95)
con 0 <e< WM, dove ¢; > 0 ¢ la stessa dell’Assunzione B.

Nel caso in cui valga I’Assunzione A, da (93) si ha che E’(0) =0 e

E'(s) = /(s) — ges%* = A(s) — BesB1,
dove A & definita in (33). Da (14), A(s) > c1527 1 > §€8§—17 in virtu della
scelta di e.

Procedendo analogamente per I’Assunzione B, si osserva che

C1
>
1+\/§*6 (96)

se s € (0, ||Vu||%x(9)) Concludiamo, per entrambi i casi, che E(s) > 0 per
s > 0, e quindi

A(s) >

E([Vu(y(1) 7)) > 0. (97)

Osserviamo che, se vale I’Assunzione A, usando (20) e (97), otteniamo

[Vu(y(8) -~ () < %w(m(w(t)) A (OP) <

./'}/l
< [2<I>'(|VU(7(L‘))IQ)IVu(v(t))F—¢’(|Vu(7(t))|2) < (98)

1
€
2
< 2 feu = Flalr(1)].

Analogamente per I’Assunzione B, usando (96), otteniamo che

U(s) =A(s) > €

e quindi
P(s) > es

per ogni s € [0, ||Vu||2Lo<,(Q)).
Di conseguenza, ricordando (97), si ha

Fu(s(®) -7 (OF < 2 feu = Fa(v(®)]. (99)

€
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A questo punto, definiamo

__|p se vale I’Assunzione A,
P="= 12 se vale ’Assunzione B,

e scriviamo (98) e (99) come

[Vu(y() -+ (t)

7 < 2w = Flubr(0)]. (100)

Ora definiamo

p—1 se vale ’Assunzione A con p > 2,

se vale I’Assunzione A con p < 2,
o vale I’Assunzione B.

Prendendo 7 sul segmento tra r = u(7y(0)) e u(y(t)), la continuita di u implica
che esiste z, € Q tale che 7 = u(z,). Cosl, dalla regolarita di F' o da (22), si
ottiene che

[F'(7) = F'(r)| = |F" (u(z-)) — F'(u(h))] <

< Ju(ar) = u()|? = |r =l (101)

Da (100), (92) and (101), possiamo concludere che

' (1)

21F() ~ Plulr(1))] =

7= [Vu(y(®) () < % [ew = Fu(y(1))] =

9 ru(rv(®) 9 ru(v(®)
= ——/ F'(t)dr = ——/ (F'(1) — F'(r))dr <
€ i € K

2
< E||F||01,1(o,|\u||Loom))|u(7(t)) — 7| = Cp(t)| T,

dove C = \/%||F||Cl'1(07”u”L°°(Q))' Allora, si ha che

< CPle()*t

(1)

da cui, distinguendo i vari casi possibili per p. e g, e ricordando che ¢ e limitata,
otteniamo che

' ()] < Cle(®)],

dove C' > 0 ¢ un’opportuna costante.

Come conseguenza, abbiamo che la funzione t € [0,7] — (p(t))%e=2°" &

decrescente, percio
(u(g) = 7)%e 2T = (p(T))%e " < (p(0))* = (u(h) —r)* = 0.

Questo mostra che u(q) = r, provando la (91).
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Ora proviamo la (23). Assumiamo, senza perdita di generalita, che u non &
costante e procediamo per assurdo.
Se (23) fosse falsa, otterremo dalla definizione di ¢, che
Cy = max F(r) = F(ro), (102)

T€[0,|lullLoeo ()]

con
70 € (0, [Jull o= q))- (103)

Questo ci dice che ry € un massimo interno per F, e quindi
F'(rg) = 0. (104)

Ora, da (12) e dalla continuita di u, possiamo prendere h € ) tale che u(h) = rq.
Allora, da (102) e da (103) vediamo che F(u(h)) = ¢, e F'(u(h)) = 0. Di
conseguenza, (91) ci dice che u & costante, da cui 1’assurdo.

Questo dimostra (23).

Ora supponiamo che (25) & verificata. Allora, possiamo affermare che
se ¢, = F'(0), allora u si annulla identicamente in €. (105)

Per provarlo, supponiamo che

Cu = max F(r) = F(0).

rel0,|lull Loo ()]

Allora 0 & un massimo al bordo per F' e cosi F’(0) < 0.

Questo e (25) ci dicono che F’'(0) = 0 e, da 092 # &, sappiamo che esiste
h € 99 tale che u(h) = 0.

Allora, F(u(h)) = F(0) = ¢y, e F'(u(h)) = F'(0) = 0, cosl (91) ci dice che u
¢ costante e cosi si annulla identicamente. Questo prova la (105).

Quindi, (23) e (105) implicano (25) e cosi la dimostrazione del Teorema 1.2
€ completa. 0O

2.4 Dimostrazione del Teorema 1.3

Arriviamo ora ad un altro risultato che riguarda le soluzioni di (12) che soddi-
sfano 1'uguaglianza in (20).

Se 'uguaglianza ¢ verificata in punti non degeneri, allora la soluzione u ¢
unidimensionale.

Dimostrazione: Supponiamo che valga l'uguaglianza in (20) per un punto
p € QN {Vu # 0}, e sia C la componente connessa aperta di {Vu # 0}
contenente p.

Per prima cosa proviamo che

l'uguaglianza in (20) vale per tutto C. (106)

Per vederlo, osserviamo che P(u,z) ha massimo interno in x = p, grazie a (57).
Cosi, dal Principio del massimo forte, P(u, x) si annulla in C, e (106) & verificata.
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Ora, dalla definizione di C, si osserva che
Vu(z) = 0 per ogni z € 90C N Q. (107)

Quindi, da (106),
F(u(x)) = ¢, per ogni z € 9C N Q. (108)
Osservando che 9C' C 92 U Q, otteniamo da (23) e (108) che

se 0 € una componente connessa di 9C, allora

u ¢ costantemente uguale a 0 0 a [|ul[ (o) in S. (109)
Ora osserviamo che la funzione
V(IVul?) = 20 (|Vul*)[Vul? — &(|Vul?) (110)

¢ monotona. Infatti, da (33), derivando si ottiene la funzione A(s) che, da
(14), & strettamente positiva per s > 0. Percio la funzione (110) & invertibile
(chiameremo la sua inversa V~!). Questo ci porta a dire che (12) e (106)
implicano

div(®'(|Vu|?)Vu) + F'(u) = 0
e |Vu| = g(u) in C C {Vu # 0},

dove g(r) = \/V-1(2(c, — F(r))).
Osserviamo che, da (23), g € C*((0, ||ul| L=(0)))-

Tutto questo ci dice che gli insiemi di livello di u in C' sono una famiglia di
ipersuperfici isoparametriche (rimandiamo a [Ka99] e a pagina 353 di [FKO08]),
quindi questi insiemi di livello in C' hanno simmetria planare, sferica o cilindrica
e, a meno di cambi di variabili, & verificato solo uno dei seguenti casi:

(C1). esiste ug : R — R tale che u(z) = up(z,) per ogni x = (z/,2,) € C C
R ! x R,

(C2). esiste up : R — R tale che u(x) = ug(|x|) per ogni z € C,

(C3). esiste m e N, 1 <m <n, eup:RxR"™ tale che u(z) = ug(|2’|) per
ogni z = (¢/,2") € C CR™ x R ™.

Infatti, il caso m = 1 in (C3) si riduce a (C1), percid possiamo assumere
senza perdita di generalita che

m > 2 in (C3). (111)
Allora affermiamo che

il caso (C3) non si verifica mai. (112)
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Dimostriamo (112) per assurdo. Supponiamo che vale (C3). Allora, da (106),
si ha che

1
&' (fug (|2 *) lup (=) * — 5‘1’(|U6(|$'|)|2) —cu+ Flug(l2'])) =0 (113)
per ogni x = (2',2") € C. Considerando che p € C e C & aperto, possiamo

prendere pg = (pj, py) € C con pj # 0 e valutiamo (113) in x = pg + tpo/|pol-
Concludiamo che:

0 = @' (Jug (o] + &) lug(Ipp| + ) —
®(Jup (Iph| + )*) — cu + F(uo(|pp| +1))

per ogni ¢ sufficientemente vicino a 0. Quindi, differenziando in ¢ la formula di
sopra, si avra

up(1po] + 1) [2” (Jug (Ipb| + 1)) ut(Ipb] + 6)Pug (Ipo] + )+ (114)

' (Jug (o] + )[*)ug (Ipb] + 1) + F'(uo(|pp| + )] = 0.

Osserviamo ora che

m—1
Au(x) = ug(|a']) +UB(|$’|)W (115)
Inoltre, scriviamo
ou Ou 0%u
div(®’(|Vul? =&/ (|Vu]?)Au+20"(|[Vu[*) Y ————. (11
(V)Y = 9 (Vul) 20 (V) 3 g S0 S 110
e calcoliamo, usando che u(z) = uo(|x|),
du_ du a2u 2,1 / (x;)2(x;€)2
%:8—m8—a:i8xiax = ug(|2'[)*ug (|= |)§;_|x/|4 +
up(l2'])? R e
P 2
ug(|z
=l )+ 20D Sl )= 0
1
= up(J2'])ug (|2']) + ug(|2'])? W up(j2'])? Tl ,|
= up(|2'])*ug (|2])-
A questo punto da (12)
F'(uo(Ipp| + 1)) = —div(®’(Jug(|pp] + t)*)up (Ipo] + 1)), (118)

31



sostituendo la (118) in (114), e usando (116) e (117), segue
0 = ug(Ipo| +)[29" (lug(Ipb] + 1)) [ut(1po] + )1 *ug (o] + )+

+@' (Jug (Ipo| + )1 )ug (o] + )~
—div(®"(lug(Ipp| + )*)ug(po] +1))] =
2m =1
pol + 1
Questa quantita & strettamente negativa da (111) e da (14) (visto che ®’ # 0
perche Vu # 0), allora la (112) & provata.

Con argomenti analoghi (basta sostituire z al posto di 2’ e n al posto di m)
si vede che

= =9 (Jug(Ipo| + 1)*)uo(Ippl + 1) (119)

il caso (C2) non ¢ verificato. (120)

Cosi, grazie a (112) e (120), sappiamo che vale il caso (C1) e possiamo scrivere
u(x) = ug(zy,) per ogni xz € C. (121)

Questo prova la prima affermazione del Teorema 1.3.

Per la seconda affermazione, per prima cosa osserviamo che u & limitata e
deduciamo da (28) e dalla Teoria della regolarita ellittica (rimandiamo a [LU68])
che

u € C%(Q). (122)
In particolare, possiamo scrivere I’equazione in (12) non in forma di divergenza
e applicare il Principio della continuazione unica (rimandiamo al Teorema 1.8
in [Kaz88] per esempio): quindi, da (121), abbiamo che u(z) = ug(x,) per ogni
x € (Q, e cid completa la dimostrazione del Teorema 1.3. O

2.5 Dimostrazione del Teorema 1.4

A questo punto risolviamo il problema inverso. Ovvero, a partire dalla soluzione
u, si puo arrivare a dire che l'insieme () & un semispazio oppure una striscia.
Per verificarlo, bastera provare che gli zeri della funzione u sono isolati.

Dimostrazione: Dal Teorema 1.3, sappiamo che u(z) ha simmetria uni-
dimensionale, per cui, a meno di rotazioni, scriveremo u(x) = ug(zy), con
ug : J — R, dove

J:={r € R tc. esista z € R"! t.c. (2,7) € Q}.
Essendo v = 0 su 05, possiamo prendere t, € J tale che
ug(ts) = 0. (123)
Dimostriamo ora che

gli zeri di up in J sono isolati. (124)
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Osserviamo che la tesi del Teorema 1.4 ¢ banalmente implicata da (123), (124), e
dalla simmetria unidimensionale di u, per cui ci concentreremo ora a dimostrare
(124).

Ipotiziamo per assurdo che (124) non sia vera: esistera allora una successione
di {¢;}; tendente a 0, tale che ug(to + (j) = 0 = uo(to).

Da (12), sappiamo che

—F'(0) = 28" (Jug|*) (up)* (uo)" (to) + @' (|up|*)ug (to)- (125)

Inoltre, ricordiamo che u € C?%(12), da (122). Percio, dalla continuita delle prime
due derivate di u, si avra

uo(to + (j) — uo(to)

ug(to) = lim =0,
j—o00 CJ
’ W/ (t + G5) — w'(to)
U/I(to) = lim J =0.

Jj—00 Cj
Sostituendo in (125) si ha F'(0) = 0, e allora dalla (26) segue che u & identi-
camente nulla, il che & assurdo, perche p € {Vu # 0} e quindi {Vu # 0} #
.

Questo dimostra (124) e completa quindi la dimostrazione del Teorema 1.4.
O
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