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Ë�¯�°¢»Ä²oÂ�½�Þá½�Á¢Â�»¼¸�²o½­³¢Å�» 
E³¢±�½�´¢²¶¹�¿Ä³�¸�±�¿�È�·�¹�Å%¸�»ÄÅE³¢¹�³¢²

»¼ÅEÛj½�¾¶»�½�Å%¸�Þ�¾�¹�´�½j´¢»Ä¿¼»¼¸dÈ�Â�±�½�²�³¢¾¶±
µ0

Ë
� Þ.¹�»ÄÅ%¸�»ÄÅÍ¸u°�±ÚÞ¢°�½�²¶±Ú²�Þ�½�·I±

X0

»¼²,Æ�»¼Û�±�ÅÉ´%È
(r, θ)

À�à
°¢±�¾¶±
r ∈ R/(2π + 2`)Z

»Ä²�¸�°¢±ÚÞ.¹�²�»�¸u»Ä¹�ÅÌ¹�ÅÉ¸u°�±
´.¹�³¢Å¢Á¢½�¾¶È�À8½�Å¢Á

θ ∈ (−π/2, π/2)
»¼²Ç¸�°¢±,½�Å�Æ�¿Ä±oà
»¼¸�°ß¾�±I²�Þ.±�·`¸�¸u¹�¸u°¢±,Å�¹�¾�Â�½�¿8¸u¹�¸u°¢»¼²|´.¹�³¢Å¢Á¢½�¾¶È�½j¸

r
Ë
¯�°¢±

»¼ÅEÛj½�¾¶»�½�Å%¸�Â�±�½j²�³¢¾¶±
µ0

»¼²�Æ�»¼Û�±�Å­´EÈ

dµ0 =
cos θ dr dθ

2(2π + 2`)
.

�Õ±�à
»¼¿Ä¿
½�²¶²�³¢Â�±�¸�°�½j¸
r = 0

·I¹�¾�¾¶±�²¶ÞB¹�Å�Á¢²�¸u¹á¸u°¢±­¿Ä¹ à�±�¾�±�Å¢Á¢Þ.¹�»¼ÅE¸�¹�º�¸�°¢±ß¾¶»ÄÆ�°%¸�²�±IÂ�»xîd·�»¼¾�·I¿Ä±�À�½�Å¢Á�¸u°�½z¸
¸�°¢±@´B¹�³�Å¢Á�½�¾}ÈÉ»Ä²�¹�¾¶»Ä±IÅE¸�±�Áü·�¹�³¢Å%¸u±�¾¶·�¿¼¹G·Uô%à
»Ä²¶±�Ë�ÿ�±IÅ¢·�±jÀ�¸�°¢±@²�±�Â�»Ä·I»Ä¾¶·�¿Ä±I²,·�¹�¾�¾�±I²�Þ.¹�Å¢Áü¸u¹

0 6 r 6 π
½�Å¢Á

π + ` 6 r 6 2π + `
Ë

ì�±I¸
f0 : X0 → R

´.±@½�ÿ���¿ÄÁ¢±I¾�º¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å8Ë �Õ±*à
»Ä¿¼¿�´.±Ú»ÄÅ%¸�±�¾�±I²¶¸�±�Á�»ÄÅÍ¸u°�±@½�²¶È(Â�Þ�¸u¹�¸�»Ä·�´B±I°�½�ÛG»¼¹�¾�¹�º
¸u°�±
å�»¼¾�ôE°¢¹�
K²¶³¢Â�²�¹�º

f0

Ë>¯�°¢±�Â�½jÞ
T0

»Ä²�²�¿¼¹<à
¿�È�Â�»xÝ�»¼Å¢Æ¢À�´%È äæõß½�¾�÷�øjé|½�Å¢Á7äæù�ûBé2ý�»¼¸u²�·�¹�¾�¾�±I¿�½j¸�»Ä¹�Å�²�Á�±�·�½�È
ê0½j¸�¿Ä±�½j²¶¸�ë|¿¼»Äôj±

O((logn)2/n)
Ë�¯�°�»Ä²o±�²}¸u»ÄÂ�½j¸�±�»Ä²�Å¢¹�¸�²¶³¢Â�Â�½�´¢¿¼±�À8à
°¢±IÅ¢·�±£¸u°�±�³�²�³�½�¿ ��¹�¾�Á�»ÄÅ�Â�½�¾¶¸�»ÄÅ¢Æ%½j¿Ä±

½�¾¶Æ�³¢Â�±�Å%¸�¸�¹�Æ�±I¸
½,·I±�Å%¸u¾�½�¿8¿¼»ÄÂ�»¼¸�¸u°¢±I¹�¾�±IÂ Á¢¹(±�²�Å�¹�¸
½�Þ¢Þ�¿¼È�Ë �Ì±�à
»¼¿Ä¿.»ÄÅ¢Á¢±I±�ÁÚÞ¢¾¶¹ Û�±�¸u°�½z¸�¸u°¢±�³�²�³�½�¿B·�±IÅE¸�¾u½�¿
¿¼»ÄÂ�»¼¸�¸u°¢±I¹�¾�±IÂ Á¢¹G±I²
Å¢¹�¸
°¢¹�¿¼Á8Ë
ì�±I¸

I =
1

2`

[∫

r∈[π,π+`]

f0(r, 0) dr +

∫

r∈[2π+`,2π+2`]

f0(r, 0) dr

]
.

ê��<ë

�



¯�°¢»¼²�»¼²�¸�°¢±ß½�Û�±�¾u½jÆ�±�¹�º
f0

½�¿¼¹�Å¢ÆÊ¸u°¢±­¸u¾�½<µ¶±�·`¸u¹�¾¶»Ä±�²�´.¹�³¢Å¢·I»ÄÅ¢ÆÕÞB±I¾�Þ.±�Å¢Á¢»¼·�³¢¿Ä½�¾�¿�ÈÍ¸u¹á¸u°¢±�²�±IÆ�Â�±IÅ%¸u²�¹jº�¸u°¢±
²}¸U½�Á¢»¼³¢Â­Ë
ãdÅ@¸u°¢»¼²
½�¾¶¸�»Ä·I¿Ä±�À(à�±�Þ¢¾¶¹<Û�±�¸�°¢±�º¤¹�¿Ä¿¼¹ à
»ÄÅ¢Æ�¸�°¢±�¹�¾�±�Â­ý
���������	��
 ��
���
�� Ï`Ø

f0 : X0 → R � Ï����zÒ��(Ï��,ÔU×���Ø2Ù�����×����! "��Ð�Ø2Ù#�%$�ÓzÙ��'& ∫
f0 dµ0 = 0

Ð(�)�
I 6= 0 *,+ Ö�Ï��

∑n−1
k=0 f0 ◦ T k

0√
cn log n

→ N (0, 1),

ÎbÖ�Ï��uÏ
c =

4 + 3 log 3

4 − 3 log 3
· `2I2

4(π + `)
.

- ���	�/.�.%01�324��
657
98 �)�(Ï��,Ø¤Ö�Ï£Ð��!����:<;.Ø0Ùs×��=��×>$ + Ö�ÏU×��uÏ�:@? * ?� �Ø¤Ö�ÏBAC�¢Ð(��Ø0ÙqØ0Ó
n
∫
f0 · f0 ◦ T n

0

�(× Ï!�D�3×zØ
ØdÏ��)�
Ød×FEzÏ��u× *
GH�u× ×>$ * �Õ±�°¢½ Û�±

∫ [n−1∑

k=0

f0 ◦ T k
0

]2

= n

∫
f 2

0 + 2

n−1∑

i=1

(n− i)

∫
f0 · f0 ◦ T i.

ã º ∫
f0 · f0 ◦ T i = o(1/i)

À�à�±�¹�´�¸u½�»ÄÅ ∫ [∑n−1
k=0 f0 ◦ T k

0

]2
= o(n logn)

Ë	ãdÅ­Þ¢½�¾¶¸�»Ä·�³�¿�½�¾IÀ(¸�°¢±�Ûj½�¾�»Ä½�Å¢·�±�¹jº�¸�°¢±
¾�½�Å¢Á¢¹�Â Ûj½�¾¶»�½�´�¿Ä± Pn−1

k=0 f0◦T k
0√

n log n

¸�±�Å¢Á¢²�¸u¹­ï�±I¾�¹¢ËÚ¯�°¢»¼²R»¼Â�Þ�¿Ä»Ä±I²|¸u°¢½j¸R¸�°¢»Ä²o¾�½�Å¢Á¢¹�Â Ûj½�¾¶»�½�´�¿Ä±,¸u±IÅ¢Á¢²�¸u¹ßïI±�¾¶¹ß»ÄÅ
Þ¢¾¶¹�´�½�´�»Ä¿Ä»�¸dÈ�À(à
°¢»Ä·U°­»Ä²�»¼Å­·I¹�Å%¸u¾�½�Á¢»Ä·`¸u»¼¹�Å*à
»¼¸�°­¯�°�±�¹�¾¶±�Â ��Ë���Ë
ÿÇ±�Å¢·I±�À�à�±�¹�´�¸u½�»ÄÅ�½�¿Ä¹ à�±�¾�´B¹�³�Å¢Á

O(1/n)
¹�Å�¸u°�±|²�Þ.±�±IÁ@¹�º�Á¢±I·�½�È*¹�º8·�¹�¾¶¾�±�¿Ä½j¸u»¼¹�Å¢²�¹�º�ÿY��¿ÄÁ¢±I¾�º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å¢²IË�ã ¸

»¼Å¢Á¢»Ä·�½j¸u±I²!¸�°�½j¸b¸�°¢±�³¢Þ�ÞB±I¾�´B¹�³¢Å¢Á�¹�ºBõß½j¾�ôz½�¾�»Ä½�Å,½jÅ¢Á�ù�°¢±�¾¶Å¢¹ Û%î}û3°�½�Å�Æ�»Ä²b·I¿Ä¹�²¶±�¸�¹�¹�Þ�¸u»¼Â�½j¿.ê0»¼¸!Â�½ ÈRÞ¢¾¶¹�´�½�´¢¿�È
´.±o¾�±�Þ�¿�½�·I±�Á­´EÈ

O(1/n)
À¢²¶»ÄÅ¢·I±o¸�°¢±

(logn)2 ²�±I±�Â�²Ç¸�¹�´.±oÁ¢³¢±�¸u¹�¸�°¢±�¸u±�·U°�Å¢» 
E³¢±�¹�º!Þ¢¾�¹(¹�ºuë`Ë
�Õ±�½�¿Ä²¶¹�¹�´�¸U½�»¼Å*¸u°¢±�º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ�Æ@ê0±�½�²�»¼±�¾Uë�¾¶±�²¶³¢¿¼¸�ý
���������	��
 ��
6I7
�� Ï`Ø

f0 : X0 → R � ÏB���zÒ��(Ï��@ÔU×���Ø0Ù�����×����! ���Ð�Ø2Ù#�%$�ÓzÙ��'& ∫
f0 dµ0 = 0

Ð(�)�
I = 0 *J+ Ö�Ï��ØqÖ�Ï��uÏ�ÏLK�Ù#�`Ø%�

σ2 > 0
���;ÔUÖ­ØqÖ�Ð�Ø

∑n−1
k=0 f0 ◦ T k

0√
n

→ N (0, σ2).

ÿÇ±�Å¢·I±�À�à
°¢±�Å
I = 0

À�¸u°�±Rå�»Ä¾�ôE°¢¹A
�²�³¢Â�²
¹�º
f0

²�½j¸u»¼²¶ºqÈ@½�³¢²¶³�½�¿�·I±�Å%¸u¾�½�¿�¿Ä»ÄÂ�»¼¸�¸u°�±�¹�¾¶±�Â­Ë
å�±`º¤¹�¾�±�Æ�¹�»ÄÅ�Æß»ÄÅ%¸�¹ß¸u°¢±�Á¢±I¸u½�»Ä¿¼²R¹�º�¸�°¢±*Þ¢¾¶¹G¹jº�à�±*·I¹�Å¢²¶»ÄÁ¢±I¾,¹�Å¢±*Þ¢½�¾¶¸�»Ä·�³�¿�½�¾¶¿¼È�»¼ÅE¸�±�¾¶±�²¶¸�»ÄÅ¢Æß¹�´¢²�±I¾¶Ûj½�´¢¿¼±�ý£¸u°¢±
º¤¾¶±�±oÞ�½j¸�°8Ë �o»�Û�±IÅ

x = (r, θ)
À�à�±oÁ¢±IÅ¢¹�¸�±

T0x = (r1, θ1)
½jÅ¢Á@Á¢±IÜ�Å�±

τ(x)
½�²�¸�°¢±�Þ¢¿�½jÅ�½�¾�Á¢»¼²¶¸u½�Å¢·�±o¹�º

r
½�Å¢Á

r1
Ë�ãdÅ�¹j¸u°¢±I¾|à�¹�¾�Á¢²IÀ

τ(x)
»Ä²Ç¸u°¢±,¿¼±�Å¢Æj¸u°�¹�º�¸�°¢±�¸u¾�½<µ¶±�·`¸u¹�¾}Èß²¶±�Æ�Â�±�Å%¸�¸�°¢±,Þ.¹�»ÄÅ%¸�Þ¢½�¾¶¸�»Ä·�¿¼±�º¤¹�¿Ä¿Ä¹ à
²Ç³¢Å%¸u»¼¿!¸u°�±

Å¢±�Ý(¸
·�¹�¿¼¿Ä»Ä²¶»Ä¹�Å3Ë!¯�¹�»ÄÅ%Û�±I²¶¸�»ÄÆ%½j¸�±�¸u°¢±|¿Ä»ÄÂ�»¼¸�´.±�°�½�Û(»Ä¹�¾�¹�º�¸u°�±�º¤¾�±�±|Þ�½j¸u°
τ : X0 → R

ÀGà�±o°�½�Û�±�¸u¹�²¶³¢´�¸�¾u½�·`¸
»¼¸u²
Â�±�½�Å

τ̄ =
∫
τ dµ0

ÀG¸u°E³¢²�à�±�Á�±IÜ�Å¢±
τ0(x) = τ(x) − τ̄

Ë	¯�°¢±�¾¶±o»Ä²�½,¾¶±�Â�½�¾�ôz½�´¢¿�È�²�»ÄÂ�Þ¢¿¼±�º¤¹�¾¶Â,³¢¿�½�º¤¹�¾
τ̄
¸�°�½j¸

·�½�Å�´.±o¹�´�¸u½�»ÄÅ¢±IÁ@´EÈ@·I¹�Â�Þ�½�¾�»¼Å¢Æ,¸u°�±�»¼Å%Û�½j¾�»�½jÅE¸�Â�±�½�²�³¢¾¶±�²
º¤¹�¾�¸u°�±�´�»Ä¿Ä¿¼»�½�¾¶Á�Â�½�Þ­½�Å¢Á@¸u°¢±o´¢»¼¿Ä¿¼»�½�¾¶Á ��¹ àòê¤²�±I±
äæù�°¢±�è�çjéqë�ý

τ̄ =
π(π + 2`)

2`+ 2π
.

ê.��ë
��ÅÕ¸�°¢±�¹j¸u°¢±I¾R°�½jÅ¢Á8À!à�±�Â�½�ÈÊ±�½�²¶»Ä¿�È�·�½�¿¼·�³¢¿Ä½j¸u±�ê��<ë�½j²�à�±�°�½�Û�±

τ(r, 0) = 2
à
°¢±�Å¢±`Û�±I¾

r ∈ [π, π + `]
¹�¾

r ∈ [2π + `, 2π + 2`]
À.¸u°E³¢²

Iτ = 2
½jÅ¢Á

Iτ0 = 2 − π(π+2`)
2`+2π

Ë|¯�°¢»Ä²�Â�±�½�Å¢²�¸�°¢±�¾¶±,»Ä²|½ %^´.±�²}¸�'R²¶¸u½�Á¢»¼³¢Â à
»¼¸u°
` = `∗ = 4π−π2

2π−4
≈ 1.18

º¤¹�¾oà
°¢»Ä·U°
Iτ0 = 0

½jÅ¢ÁÌ·I¹�Å¢²�±�
E³¢±�Å%¸u¿�È�À	´%Èá¯�°¢±�¹�¾�±�Â ��Ë��@¸�°¢±�ê¤·�±IÅE¸�¾u½�¿¼»ÄïI±�Á;ë�º¤¾�±I±

ø



Þ�½z¸u°Ê²u½j¸�»Ä²}Ü�±�²�¸�°¢±�³¢²�³¢½�¿	·�±IÅE¸�¾u½�¿b¿Ä»ÄÂ�»¼¸
¸�°¢±�¹�¾¶±�Â­Ë�ÿÇ¹ à�±`Û�±�¾IÀ�à
°�±�Å¢±`Û�±�¾
` 6= `∗

À3à�±£°�½�Û�±
Iτ0 6= 0

½�Å¢Á8À3´EÈ
¯�°¢±I¹�¾�±IÂ ��Ë��R½£²¶¸�¾�¹�Å�Æ�±�¾�Å¢¹�¾�Â�½�¿Ä»¼ï�½j¸�»Ä¹�Å�»Ä²�Å¢±I±�Á¢±IÁ8Ë
��³¢¾
»ÄÅ%¸�±�¾�±I²¶¸�»ÄÅ

τ
»Ä²Ç½�¿¼²�¹£¾�±I¿�½j¸�±�Á@¸u¹�¸u°¢±oº0½�·`¸�¸u°�½j¸
¸�°¢±R´�»Ä¿Ä¿¼»�½�¾¶Á ��¹ à7Â�½�È*´.±R·I¹�Å¢²¶»ÄÁ¢±I¾�±�Á�½�²�½�²�³¢²¶ÞB±IÅ¢²�»¼¹�Å

½�´.¹ Û�±*¸�°¢±*´¢»¼¿Ä¿Ä»Ä½�¾�ÁÊÂ�½�ÞÌà
»�¸u°Í¸u°�±*¾�¹(¹�º�º¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å
τ(x)

Ëáå�È äæõ�¯
÷�ø�é�²¶³¢²�Þ.±�Å�²�»Ä¹�Å ��¹ à
²�Á¢¹�»ÄÅ¢°�±�¾�»�¸�²¶¹�Â�±
²}¸U½j¸�»Ä²¶¸�»Ä·�½�¿;Þ¢¾�¹�Þ.±�¾}¸u»¼±�²�º¤¾¶¹�Â ¸u°¢±�´�½�²�±�¸u¾u½jÅ¢²¶º¤¹�¾¶Â�½z¸u»Ä¹�Å8ÀE»ÄÅ�Þ¢½�¾¶¸�»Ä·�³�¿�½�¾�¿Ä»¼Â�»�¸	¸u°¢±I¹�¾�±IÂ�²IÀ�³¢Å¢Á�±�¾:
E³¢»�¸u±|Æ�±�Å¢±I¾u½�¿
·I¹�Å¢Á¢»�¸u»Ä¹�Å¢²�Ë�ì�±I¸
³�²�Á¢±IÅ¢¹�¸�±o¸�°¢±o´¢»Ä¿¼¿Ä»Ä½�¾�Á"��¹ à ´%È

Xτ = {(x, u) | x ∈ X0, 0 ≤ u ≤ τ(x)}/ ∼, (x, τ(x)) ∼ (T0x, 0) St(x, u) = (x, u+t), µτ = µ0×
Leb

τ̄à
°¢±I¾�±­¸u°¢±­½�·`¸u»Ä¹�Å�¹jº|¸u°�±���¹ à »Ä²£³¢Å¢Á¢±I¾�²}¸u¹(¹GÁ�Â�¹(Á¢³¢¿¼¹�»ÄÁ¢±IÅ%¸u»¼Ü¢·�½j¸�»Ä¹�Å¢²IË�ù�¹�Å¢²�»¼Á¢±�¾�½áÿ���¿¼Á¢±�¾�¹�´�²�±�¾}Ûj½�´¢¿Ä±
Φ : Xτ → R

²u½z¸u»Ä²}ºqÈ(»ÄÅ¢Æ ∫
Φ dµτ = 0

À�½�Å¢Á­Á¢±`Ü�Å¢±

ΦT (x) =

∫ T

0

Φ(Stx) dt; JΦ =
1

4`

[∫

r∈[π,π+`]∪[2π+`,2π+2`]

∫

t∈[0,2]

Φ(r, 0, t) dt dr

]
.

- ���	�/.�.%01�32 ��
 � 
 ? *�� $ JΦ 6= 0
 �ØqÖ�Ï��

ΦT√
c
τ̄
T logT

→ N (0, 1).

��Ï��uÏ
c
Ù#��ØqÖ�Ï,ÔU×��=�`ØsÐ(��Ø)$ �u×�: + Ö�ÏU×��uÏ�: ? * ?� 	Î	ÙqØ¤Ö I �uÏ ;.Ò�Ð(ÔUÏ � � Ó JΦ *

� *�� $ JΦ = 0
 �ØqÖ�Ï��

ΦT√
T

→ N (0, σ2
Φ)

$�×�� � ×�:�Ï
σ2

Φ > 0 *
GH�u× ×>$ * 	|±`Ü�Å¢±

f0 : X0 → R
½�²

f0(x) =
∫ τ(x)

0
Φ(St(x, 0)) dt

ËÍ¯�°¢±IÅ
f0

»Ä²£ÿY��¿ÄÁ�±�¾�À ∫
f0 dµ0 = 0

½jÅ¢Á
If0 = JΦ

Ë�¯�°E³¢²IÀ.Á�±�Þ.±�Å¢Á¢»¼Å¢Æ�¹�Å­¸�°¢±oÛ�½j¿Ä³¢±�¹�º
JΦ

À�¹�Å¢±o¹�ºb¹�³¢¾�¸dà�¹�Â�½�»ÄÅ*¸�°¢±�¹�¾�±�Â�²Ç½�Þ¢Þ¢¿¼»Ä±I²�Ë�¯!¹�²�°�¹<à7¸�°�½j¸
Φ

»ÄÅ¢°¢±I¾�»�¸u²�¸�°¢±o¿Ä»ÄÂ�»¼¸�´.±�°�½�Û(»Ä¹�¾�º¤¾�¹�Â
f0

À¢à�±�½�Þ¢Þ¢¿�È�¸u°�±
��¹ à Û�±I¾�²¶»Ä¹�Å­¹�º�äM��¹�³�÷��GÀ¢¯�°¢±I¹�¾�±IÂ � ��é8¾�±�·�½�¿Ä¿¼±�Á@½�²
¯�°¢±I¹�¾�±IÂ � Ë���»ÄÅ�¸u°¢»¼²|Þ�½�Þ.±�¾�ê0²�±I±�½�¿¼²�¹Úó
±�Â�½�¾�ô � ËM��ë�Ë
�Ì±,¹�Å¢¿¼È­Å¢±I±�Á�¸u¹*·U°�±�·Uôß¸�°�½j¸�¸�°¢±�¸u°�¾�±�±�·�¹�Å¢Á�»¼¸u»¼¹�Å¢²
¹�º�¸u°¢»¼²o¸�°¢±�¹�¾�±�Â ½�¾¶±�²�½j¸u»¼²¶Ü�±IÁ8ËÚãdÅÌ·�½�²�±

JΦ 6= 0
ê2½jÅ¢ÁÌ±`Û�±�ÅÌ»¼º

JΦ = 0
½jÅ¢Á

` = `∗
ë�·�¹�Å�Á¢»¼¸�»Ä¹�Å¢² ��½�Å¢Á��

½�¾¶±Ú²u½j¸�»Ä²}Ü�±�ÁÍà
»�¸u°
b = 1

Ëá¯�°¢±�Åü·�¹�Å¢Á¢»¼¸�»Ä¹�Å �ß»Ä²�Â�±�¾¶±�¿�ÈÕ¸�°¢±@å�»Ä¾¶ôE°¢¹�
�±�¾�Æ�¹GÁ¢»¼·�¸u°�±�¹�¾¶±�Â­À�¸u°E³¢²,¸u°�±*Ü�¾�²}¸
²}¸U½j¸�±�Â�±�Å%¸�»Ä²�±�²}¸U½�´¢¿¼»Ä²¶°¢±�Á8Ë	ã º

JΦ = 0
ÀG¸�°¢±�½�Þ¢Þ�¾�¹�Þ¢¾¶»�½j¸�±�Å�¹�¾�Â�½�¿Ä»¼ï�½j¸�»Ä¹�Å�º¤¹�¾

τ
Â�½�È�´.± √

n log n
½j²�¹�Þ¢Þ.¹�²�±IÁ

¸�¹ √
n

Å¢±I±�Á¢±IÁáº¤¹�¾
f0

Ë�¯�°E³¢²o·�¹�Å¢Á�»¼¸u»¼¹�Å¢² �£½�Å¢Á �*¹�º�¯�°¢±�¹�¾�±�Â � Ë��£½�¾�±�²�½j¸u»¼²¶Ü�±IÁ�º¤¹�¾�½�Å%È
0 < b < 1

À8´�³�¸
Å¢¹j¸Rº¤¹�¾

b = 1
Ë�¯�°¢»Ä²oÂ�±�½�Å¢²�·�¹�Å¢Á¢»¼¸�»Ä¹�Å �Ú»Ä²�¸u¹­´.±�±I²¶¸u½�´¢¿Ä»¼²�°¢±IÁÕº¤¹�¾o²¶¹�Â�±

b < 1
À�´¢³�¸�¸u°�»Ä²o»Ä²oÂ�±�¾�±I¿¼Èß¹�³¢¾

ó
±�Â�½�¾�ô � Ë���Ë	¯�°¢»Ä²
·I¹�Â�Þ�¿Ä±I¸�±�²�¸�°¢±oÞ¢¾�¹(¹�º!¹�º!¸�°¢±o²�±I·�¹�Å¢Á�²¶¸u½j¸u±IÂ�±IÅE¸�Ë
�Õ±�à
»¼¿Ä¿	²u½�ÈÊ¸u°¢½j¸,½�ÿ���¿¼Á¢±�¾�·�¹�ÅE¸�»ÄÅE³¢¹�³�²Rº¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å

f0 : X0 → R
à
»¼¸�°ÕÛj½�Å¢»¼²�°¢»¼Å¢Æ­»ÄÅ%¸u±IÆ�¾u½�¿	²�½j¸u»¼²¶Ü�±I²

(P1)»�º
I 6= 0

½�Å¢Á
f0

Ûj½�Å�»Ä²�°�±�²�¹�ÅÕ¸�°¢±�²¶±I¸R¹�º�Þ.¹�»¼ÅE¸�²
x

²�³¢·U°Ì¸�°�½j¸
x, T0(x)

½�Å¢Á
T−1

0 (x)
´B±I¿Ä¹�Å�Æ­¸�¹­¸�°¢±�²�½�Â�±

²¶±�Â�»Ä·�»¼¾�·I¿Ä±�À�½�Å¢Á�¸u°�½j¸
f0

²u½j¸�»Ä²}Ü�±�²
(P2)

»¼º
I = 0

Ë �Õ±­à
»¼¿Ä¿�»ÄÅüº0½�·`¸�Þ¢¾¶¹ Û�±ß¯�°�±�¹�¾¶±�Â ��Ë���º¤¹�¾�º¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å¢²
²�½j¸u»¼²¶ºqÈ(»ÄÅ¢Æ

(P1)
À;½�Å¢Á�¯�°¢±�¹�¾¶±�Â���Ë���º¤¹�¾�º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å¢²Ç²u½j¸�»Ä²}ºqÈG»¼Å¢Æ

(P2)
Ë�¯�°¢»¼²
à
»¼¿Ä¿�»¼Â�Þ¢¿�È*¯�°¢±I¹�¾�±IÂ���Ën��»ÄÅ@º¤³¢¿¼¿

Æ�±IÅ¢±�¾�½�¿Ä»�¸dÈ�ËV�|½�Â�±�¿�È�À�»�º
f0

»Ä²	ÿY��¿ÄÁ�±�¾�·I¹�Å%¸u»ÄÅE³¢¹�³¢²�½�Å¢Á£²u½z¸u»Ä²}Ü�±�²
I 6= 0

À�¸�°¢±�Å�à�±
Â�½�È�à
¾�»¼¸�±�»¼¸	½�²
f0 = f1 +f2à
°¢±I¾�±

f1

²�½j¸u»¼²¶Ü�±I²
(P1)

½�Å¢Á
f2

²�½j¸u»¼²¶Ü�±I²
(P2)

Ë	å�È£¯�°�±�¹�¾¶±�Â ��ËM�GÀ Snf2√
n log n

→ 0
Ë�ÿ�±IÅ¢·�±jÀ�»¼¸�»¼²�±�
(³�»¼Ûj½�¿Ä±IÅ%¸�¸�¹

°�½�Û�±�¯�°¢±I¹�¾�±IÂ ��Ën��º¤¹�¾
f0

¹�¾
f1

Ë �Õ±oà
»Ä¿Ä¿B·�¹�Â�Â�±�Å%¸Ç¹�Å­¸�°¢±�¸u±I·U°¢Å¢»Ä·�½�¿�¾�±�½�²�¹�Å�º¤¹�¾�»¼ÅE¸�¾�¹(Á¢³¢·I»ÄÅ¢Æ�¸u°�±�·I¿�½�²¶²�±I²
ê �H� ë
½jÅ¢ÁÕê � ��ë�»ÄÅ­ó
±�Â�½�¾�ô �GËM��´.±�¿¼¹<àoË
ãdÅÊ¸u°¢»¼²oÞ�½�Þ.±�¾�À

C
à
»¼¿Ä¿bÁ�±�Å¢¹�¸�±�½ÚÆ�±IÅ¢±�¾¶»Ä·£·�¹�Å¢²¶¸u½�Å%¸�À�¸u°�½j¸o·�½�Åá·U°�½�Å¢Æ�±£º¤¾�¹�Â ¹�Å¢±£¹(·�·�³�¾�¾�±IÅ¢·�±£¸u¹Ú¸�°¢±£Å¢±`Ý(¸�Ë

�G¹�Â�±�·I¹�Å¢²¶¸u½�Å%¸u²IÀ!à
°¢»¼·U°áà
»¼¿Ä¿b´.±£³¢²�±IÁÌ½z¸oÁ¢»n
B±�¾¶±�Å%¸�Þ¢¿�½�·I±�²o»ÄÅ�¸�°¢±£Þ�½�Þ.±�¾�À�à
»¼¿Ä¿b´.±�Á¢±IÅ¢¹�¸u±IÁÌ´%È
C1, C2, . . .½�Å�Á­à
»¼¿Ä¿3°¢½ Û�±�½,Ü�ÝG±IÁ�Ûj½�¿Ä³�±�Ë

�
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���� ���������������� "!#��$� %���'&(�)�*�,+-�,./�)0#�1�*+#�2�)�*3546��37&835+#!8�,.935+:�*+#!(;# %��!<��37&
¯�°¢±|Â�½�Þ

T0

°�½�²�½�¿¼Â�¹�²¶¸�±IÛ�±�¾¶ÈEà
°¢±I¾�±�¸dà�¹,Å¢¹�Å¢ïI±�¾¶¹�ì8È%½�Þ¢³�Å¢¹ Û*±`ÝGÞ.¹�Å¢±IÅE¸�Ë�ÿ�¹ à�±`Û�±I¾�À�¸�°¢±�±`ÝGÞ�½jÅ¢²�»¼¹�Å*»ÄÅ�¸u°¢±
³¢Å�²¶¸U½j´¢¿Ä±�·�¹�Å¢±�ê2½�Å¢Á�¸u°¢±�·�¹�Å%¸u¾�½�·I¸�»Ä¹�Å�»ÄÅ�¸u°¢±�²}¸U½�´�¿Ä±Ç·�¹�Å¢±�ë�½�¾¶±|Å¢¹�¸�³¢Å¢»�º¤¹�¾�Â­ýbÞ.¹�»¼ÅE¸�²�´.¹�³¢Å�·�»ÄÅ�Æ�Â�½�Å%È�¸�»ÄÂ�±�²
½�¿¼¹�Å¢Æ,¸�°¢±o²�±�Æ�Â�±IÅE¸�²�À;¹�¾�²¶¿Ä»ÄÁ�»ÄÅ¢Æ£½�¿¼¹�Å¢Æ,¸�°¢±o·�»Ä¾¶·�¿¼±�²�À�°�½�Û�±R½�Å@±`ÝGÞ�½�Å¢²¶»Ä¹�Å�½�¾¶´¢»¼¸�¾u½�¾¶»Ä¿¼È�·I¿Ä¹�²¶±�¸u¹

1
Ë

¯�¹�Æ�±I¸�³¢Å¢»¼º¤¹�¾�Â ±`ÝGÞ�½jÅ¢²�»¼¹�Å8À�à�±�º¤¹�¿Ä¿¼¹ à äöõ�½�¾u÷�øzé�½�Å�ÁÊäöù�ûBé2Ë�ì�±I¸
X

´.±|¸�°¢±�²�±`¸�¹�º�Þ.¹�»ÄÅ%¸�²
x
»ÄÅ
X0

²¶³¢·U°Ú¸u°�½j¸
x
´.±�¿¼¹�Å¢Æ�²�¸u¹R½R²¶±�Â�»Ä·�»¼¾�·I¿Ä±Ç½�Å¢Á

T−1(x)
Á¢¹(±�²�Å�¹�¸�´.±�¿¼¹�Å¢Æo¸u¹�¸u°¢»¼²�²¶±�Â�»Ä·�»¼¾�·I¿Ä±�Ë�¯�°¢±�²�±I¸

X0

»Ä²�½R³¢Å�»Ä¹�Å�¹�º8¸dà�¹
Þ�½j¾u½�¿¼¿Ä±�¿¼¹�Æ�¾�½�Â�²�»ÄÅ

X
À¢½�Å¢Á­»¼¸�²�½j¸u»¼²¶Ü�±I²

µ0(X) =
2π

2(2π + 2`)
=

π

2(π + `)
.

ê��%ë

	|±`Ü�Å¢±R½�Å�±Ià Þ�¾�¹�´�½j´¢»Ä¿¼»¼¸dÈ�Â�±�½�²�³¢¾¶±�¹�Å
X

´%È

dµ =
cos θ dr dθ

2π
.


�¹�¾
x ∈ X

À�¿¼±I¸
ϕ+(x) = inf{n > 1, T n

0 (x) ∈ X} ËR¯�°�»Ä²�»Ä²�¸u°¢±�¾¶±I¸u³�¾�Å�¸u»¼Â�±R¹�º
x
Ë�ì�±I¸

T : X → X
´.±

¸�°¢±�Ü�¾¶²¶¸�¾�±`¸u³¢¾¶Å*Â�½jÞ8ÀE»ÄÅ¢Á¢³�·�±�Á�´EÈ
T0

¹�Å
X

À(»sË ±�Ë�À
T (x) = T

ϕ+(x)
0 (x)

Ëb¯�°¢»Ä²�Â�½�Þ�Þ¢¾¶±�²�±I¾¶Û�±�²�¸u°�±�Þ¢¾¶¹�´�½�´�»Ä¿Ä»�¸dÈ
Â�±�½�²¶³¢¾�±

µ
¹�Å

X
Ë�õ�¹�¾¶±�¹ Û�±I¾�À;»¼¸
»¼²�³¢Å¢»�º¤¹�¾�Â�¿¼È�°%È(ÞB±I¾�´.¹�¿Ä»¼·�»ÄÅÚ¸u°¢±�º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ�Æ�²�±IÅ¢²�±jý
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���
 + Ö�Ï��UÏÊÏLK�Ù#�`Ø���Ð ÔU×���Ø0Ù�����×�����$IÐ(:�ÙqÒhÓ�×>$�Ô`ÒÄ×3� Ï ��ÔU×��3Ï!� Cu(x)
$�×��

x ∈ X
 ����ÔUÖ�Ø¤Ö�Ð�Ø

DT (x)(Cu(x)) ⊂ Cu(Tx) *HG ×��uÏU×JI�Ï��  	ØqÖ�Ï��uÏ�ÏLK�Ù#�`Ø�ÔU×��=�`ØsÐ(��Ø%�
Λ > 1

Ð(�)�
C > 0

����ÔUÖÚØqÖ�Ð�Ø� �$�×��oÐ�ÒqÒ
x ∈ X

 
$�×��RÐ�ÒqÒ

v ∈ Cu(x)
 �$�×��RÐ�ÒqÒ

n ∈ N
���;ÔUÖ­ØqÖ�Ð�Ø

T n Ù#�F�(ÏLK �3Ï �*Ð(�)� ��Ù M�Ï��uÏ���Ø0Ù0Ð � ÒÄÏ�Ð�Ø
x
 

‖DT n(x)v‖ > CΛn ‖v‖ .

G ×��uÏU×JI�Ï��! �ØqÖ�Ï!� Ï�ÔU×��3Ï!�,Ð(�uÏD�'��Ù $�×�� :�ÒhÓ � ×��'�)�(Ï �­Ð�Î�Ð�Ó�$ �u×�:âØqÖ�ÏRÖ�×���Ù�Ez×���ØsÐ�Ò!Ð(�)�NI�Ï���Ø0ÙsÔ�Ð�Ò ��Ù��uÏUÔ`Ø0Ùs×��=�6O Ù * Ï *  
{dθ = 0} Ð(�)� {dr = 0} P(*
�
��ØqÖ�Ï,��Ð(:�Ï�Î�Ð�Ó3 �ØqÖ�Ï��uÏ@ÏLK�Ù#�`Ø��`ØsÐ � ÒÄÏ�ÔU×��3Ï!� Cs(x)

 oÎbÖ(ÙsÔUÖ ��Ð�Ø0Ù#�%$�Ó�ØqÖ�Ï ��Ð(:�Ï�;)�u×!;�Ï���Ø0ÙsÏ!� $�×��
T−1  �ÏLKGÔUÏ ;.Ø

ØqÖ�Ð�Ø�ØqÖ�Ï`Ó*Ð(�uÏ �3×zØ � ×��'�)�(Ï �*Ð�Î�Ð�Ó�$ �u×�:�ØqÖ�Ï�Ö�×���Ù�Ez×���Ø Ð�Ò ��Ù��UÏUÔ`Ø0Ùs×�� *
¯�°¢»¼²�Þ¢¾¶¹�ÞB¹�²�»¼¸�»Ä¹�Å�·�½�Å�´.±�º¤¹�³�Å¢Á�»ÄÅÉäæõß½�¾�÷�ø�é�½�Å¢Áüäæù�ûBésË�¯�°¢±�³�Å¢»¼º¤¹�¾¶ÂÃ±`ÝGÞ�½�Å¢²¶»Ä¹�Å�»¼²|Æ�»�Û�±IÅ�º¤¹�¾�½�Á¢»�
3±I¾�±IÅE¸
Â�±I¸�¾�»Ä·jÀ!¸�°¢±

p
îdÂ�±I¸u¾¶»Ä·jÀ�²�½j¸u»¼²¶ºqÈ(»ÄÅ�Æ ‖v‖p 6 ‖v‖ Ë­ÿ�¹ à�±`Û�±I¾�À�»¼¸�»Ä²�±�½j²¶Èá¸u¹ß·U°�±�·UôÕ¸�°�½j¸�¸u°¢±I¾�±�±`ÝG»Ä²}¸u²

C > 0²¶³¢·U°Õ¸�°�½j¸�À8º¤¹�¾o½�¿Ä¿
x ∈ X

À8º¤¹�¾o½�¿¼¿
v ∈ Cu(x)

À ‖DT (x)v‖p > C ‖v‖ Ë�ÿÇ±�Å¢·I±�À�¸u°¢±£³¢Å¢»�º¤¹�¾�Â�±`ÝGÞ�½jÅ¢²�»¼¹�ÅÕ»¼Å
¸�°¢±

p
îdÂ�±I¸�¾�»¼·�»ÄÂ�Þ¢¿Ä»¼±�²�¸u°¢±o²u½jÂ�±o²¶¸u½j¸u±IÂ�±IÅ%¸Çº¤¹�¾�¸u°¢±�±I³¢·�¿¼»ÄÁ¢±�½�Å�Â�±I¸�¾�»¼·�À�³�Þ­¸�¹�½�·I¹�Å¢²¶¸u½�Å%¸

C
Ë

¯�°¢±I¾�±ß½�¾�±Ú¸dà�¹ÕÁ¢»�
3±I¾�±IÅE¸�¸dÈ(ÞB±I²�¹jº|Þ.¹�»ÄÅ%¸�²£º¤¹�¾£à
°�»Ä·U°
ϕ+(x)

·�½�Å ´.±@¿�½�¾¶Æ�±�ý*¸�°¢±IÈü·I¹�¾�¾¶±�²¶ÞB¹�Å�Á�¸u¹áÞ.¹�»ÄÅ%¸u²
´.¹�³¢Å¢·I»ÄÅ¢Æ�Â�½�Å%È­¸u»¼Â�±I²|½�¿¼¹�Å¢Æ�¸u°¢±,²¶±�Æ�Â�±�Å%¸�²�À�¹�¾�²�¿Ä»¼Á¢»ÄÅ�Æ�Â�½�Å%È­¸�»ÄÂ�±�²|½�¿Ä¹�Å�Æ�¸u°�±,·�»¼¾�·�¿¼±�²IË��Ì±Rà
»Ä¿Ä¿�Å¢±I±�Á�¸u¹
Á¢±I²�·I¾�»Ä´.±o¾u½j¸�°¢±�¾
Þ¢¾¶±�·I»Ä²�±I¿¼È*¸�°¢±o°%ÈGÞ.±�¾¶´B¹�¿Ä»Ä·�´.±�°¢½ Û(»¼¹�¾�¹�º

T
»ÄÅ@´.¹�³¢Å¢·I»ÄÅ¢Æ£¾¶±�Æ�»¼¹�Å¢²�ý
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 � $ x Ù#��Ð � ×��'�3Ô`Ù��'&B;�×zÙ���Ø ��Ð�Ø0Ù#�%$�ÓjÙ��'& ϕ+(x) = n
 ÇØ¤Ö�Ï��

T
ÔU×���Ø��¶Ð(Ô`Ø%�£ØqÖ�Ï ;?Q :�Ï`Ø���ÙsÔ*×>$

I�ÏUÔ`Ød×�� ��Ù��ÌØqÖ�ÏD�`ØsÐ � ÒÄÏ�ÔU×��3Ï£Ð�Ø�ÒÄÏ�Ð��`Ø � ÓßÐ�$IÐ(Ô`Ø^×�� C
n

 ÇÎbÖ(ÙqÒÄÏ
T−1 ÔU×���Ø��¶Ð(Ô`Ø%�,Ø¤Ö�Ï ;?Q :�Ï`Ø ��ÙsÔ�×>$RI�ÏUÔ`Ød×��!�,Ù��ÌØqÖ�Ï

�'�=�`Ø Ð � ÒÄÏ�ÔU×��3Ï�Ð�Ø�ÒÄÏ�Ð��`Ø � Ó�Ð $IÐ(Ô`Ød×�� C
n
*SG ×��uÏU×JI�Ï��  

Tx
Ð(�)�

T−1x
Ð(�UÏ � ×����3Ô`Ù��'&H;�×zÙ���Ø���Î	ÙqØqÖ

ϕ+(Tx) > n/4
 

ϕ+(T−1x) > n/4
Ù $
n

Ù#�|Ò�Ð(� &(Ï�Ï��3×��(&zÖ *B+ Ö(Ù#�|Ù�:<;.ÒhÙsÏ!�! bÙ��­Ø���� �= �ØqÖ�Ð�Ø�ØqÖ�Ï�Ð � ×JI�ÏoÔU×���Ø �¶Ð(Ô`Ø0Ùs×��ÊÏ!�`Ø0Ù�:�Ð�ØdÏ!�oÐ(�uÏ
IzÐ�ÒhÙ���Ù���ØqÖ�Ï�Ï���Ô`ÒhÙ��(Ï�Ð(� :�Ï`Ø ��ÙsÔRÐ���Î�Ï`ÒqÒ *

�
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6I 
 �Ç¹�¸u±�¸�°�½j¸o»¼º
x

»Ä²o½Ú²�¿¼»ÄÁ¢»¼Å¢ÆÚÞB¹�»ÄÅ%¸�²u½z¸u»Ä²}ºqÈ(»ÄÅ¢Æ
ϕ+(x) = n

À�¸u°�±�ÅÊà�±£·�½jÅÕ¹�Å�¿¼È�Æ�³�½�¾�¾�½�Å%¸u±I±
¸�°�½j¸

Tx
½�Å�Á

T−1x
½�¾�±Ú²¶¿Ä»¼Á¢»ÄÅ¢Æ�Þ.¹�»¼ÅE¸�²,à
»¼¸�°

ϕ+(Tx) > C
√
n

½�Å�Á
ϕ+(T−1x) > C

√
n
ËÉ¯�°¢»Ä²£°�½�²£½jÅ

³¢ÅGº¤¹�¾¶¸�³¢Å�½j¸�±�·�¹�Å¢²¶±_
E³¢±IÅ¢·�±jý�à�±£·�½jÅ�¹�Å¢¿¼Èß½�Þ¢Þ�¿¼È@¸u°¢±�·I¹�´.¹�³¢Å¢Á�½j¾¶È�½j¾�Æ�³¢Â�±�Å%¸�²�¹�º�²�±I·I¸u»¼¹�Å �GË���¸u¹�º¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�Å¢²
Ûj½�Å¢»¼²�°¢»¼Å¢Æo½�¿¼¹�Å¢Æ�²¶¿Ä»ÄÁ�»ÄÅ¢ÆÇ¸u¾u½ µ¶±�·I¸�¹�¾�»¼±�²IË��	²�²�±IÅ%¸u»�½j¿Ä¿¼È�¸u°�»Ä²�»¼²b¸u°¢±�¸�±�·U°¢Å�»Ä·�½j¿¢¾�±�½�²�¹�Å�º¤¹�¾b»ÄÅ%¸u¾¶¹GÁ¢³�·�»ÄÅ�Æ|¸u°¢±�·I¿�½�²¶²�±I²
ê �H� ë�½�Å¢Á�ê � ��ë�Ë�¯�°¢±�Þ�¾�¹(¹�º�¹�º�¯�°¢±�¹�¾¶±�Â ��Ën�£¾¶±�¿Ä»¼±�²�°¢±�½�Û(»Ä¿�Èß¹�Å ��±�¾�¾¶¹�Å(ú 
�¾¶¹�´B±IÅ¢»Ä³�²|¸u±I·U°¢Å¢» 
E³¢±I²�À!½�Å¢Á�¸�°(³�²
¾¶±_
E³¢»Ä¾¶±�²£½�ÅÌ±`ÝGÞ�½�Å¢Á�»ÄÅ¢Æ�²¶±I¸�¸�»ÄÅ¢Æ�Àbà
°¢»Ä·U°É»¼Â�Þ�¿Ä»Ä±I²�¸u°�½j¸,·�¹�¿¼¿�½�Þ¢²¶»ÄÅ¢Æ�½�¿¼¹�Å¢Æß²}¸U½�´�¿Ä±�Â�½�Å¢»�º¤¹�¿ÄÁ�²�úá·I¹�´.¹�³¢Å¢Á�½j¾¶È
½�¾¶Æ�³¢Â�±�Å%¸u²£ú ½�¾�±�±I²�²¶±�Å%¸u»Ä½�¿sË ��¹ à�º¤¹�¾�¸�°¢±�·�¿Ä½�²�²�ê � ��ë�»�¸*»Ä²�±�Å¢¹�³¢Æ�°ð¸u¹ÉÞ¢¾¶¹ Û�±�¸u°�±�³¢²�³¢½�¿�·�±IÅ%¸u¾u½j¿�¿Ä»¼Â�»�¸
¸�°¢±�¹�¾¶±�Â ê¤¯�°¢±�¹�¾�±�Â ��ËM��ë�à
°¢»Ä·U°@·�½�Å@´B±�·�½�¾�¾¶»Ä±�ÁÚ¹�³�¸
»ÄÅ@½,¾¶¹�³¢Å¢Á�½j´B¹�³G¸�à�½�È*»¼Å*¸u°¢±o°%È(ÞB±I¾�´.¹�¿Ä»¼·�²�±`¸�¸�»ÄÅ¢Æ¢ÀG²�±I±
²¶±�·I¸�»Ä¹�Å � ËM�GË


�� 
 � �5;#+�� ���	� � ���5.
T

� ²�±I¸
R ⊂ X

»¼²�½ �UÏUÔ`ØsÐ(�'&�ÒÄÏ�»¼º�¸�°¢±�¾¶±�±`ÝG»¼²¶¸
x ∈ R

à
»¼¸�°É½�¿¼¹G·�½�¿�²¶¸u½�´¢¿Ä±�Â�½jÅ¢»¼º¤¹�¿¼Á
W s

loc(x)
½�Å¢ÁÉ½ß¿¼¹G·�½�¿

³¢Å�²¶¸U½j´¢¿Ä±@Â�½�Å¢»¼º¤¹�¿ÄÁ
W u

loc(x)
À�½�Å¢Á�¸dà�¹Ìù�½�Å%¸u¹�¾�²¶±I¸u²

Cs ⊂ W s
loc(x)

½�Å�Á
Cu ⊂ W u

loc(x)
À�²�³¢·U°�¸u°�½j¸�À�º¤¹�¾

½�Å%È
ys ∈ Cs ½�Å¢Á

yu ∈ Cu À3¸u°¢±IÅ ys

°�½�²�½*¿¼¹G·�½�¿!³�Å¢²¶¸u½�´¢¿Ä±�Â�½�Å�»¼º¤¹�¿¼Á
W u

loc(ys)
½�Å�Á

yu

°�½�²o½*¿¼¹G·�½�¿�²¶¸U½j´¢¿Ä±
Â�½�Å¢»�º¤¹�¿ÄÁ

W s
loc(yu)

Ë�õ�¹�¾¶±�¹ Û�±I¾�À(¸u°¢±I²�±�¸dà�¹,¿¼¹G·�½�¿�Â�½jÅ¢»¼º¤¹�¿¼Á¢²�»¼ÅE¸�±�¾¶²�±�·`¸�½j¸�±`Ý�½�·`¸u¿�È£¹�Å¢±|Þ.¹�»¼ÅE¸�ÀE½�Å¢Á�¸�°¢»Ä²�Þ.¹�»ÄÅ%¸
´.±�¿¼¹�Å¢Æ�²�¸�¹

R
Ë

��Å
s
îd²¶³¢´¢¾¶±�·I¸u½�Å¢Æ�¿¼±�¹�º

R
»¼²
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À�½jÅ¢Á
T ri(Ri)
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ρ < 1

½�Å¢Á
C > 0

²�³�·U°�¸u°¢½j¸
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½jÅ¢Á
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»�¸u°�½�Å�½j¸�³¢¾u½j¿�Þ�¾�¹zµ¶±I·I¸u»¼¹�Å
πX : ∆̄ → X

½�Å�Á�½�ÁGÈGÅ¢½�Â�»¼·�²
Ū : ∆̄ → ∆̄

²�³¢·U°�¸u°�½j¸
πX ◦ Ū = T ◦ πX
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»¼²|»ÄÅ�Æ�±�Å�±�¾u½j¿!²}¸u¾�¹�Å¢Æ�¿¼È­Å¢¹j¸�»ÄÅ<µ¶±�·I¸�»¼Û�±�À.²�¹�¸�°�½j¸
µ∆̄

·�½�Å�Å¢¹�¸
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Á¢±`Ü�Å¢±I²o½�²�Þ¢½�·�±
∆
À.¸u¹�Æ�±I¸u°�±�¾�à
»�¸u°ß½�Þ¢¾¶¹zµ¶±�·`¸u»Ä¹�Å

π∆ : ∆̄ → ∆
Ë
�G»¼Å¢·I±R¸u°�±�Â�½�Þ

Ū
²�±IÅ¢Á¢²�²}¸U½�´¢¿¼±R¿¼±�½�Û�±I²|¸u¹

²}¸U½�´¢¿¼±�¿Ä±�½ Û�±�²IÀ�»¼¸�Æ�»¼Û�±I²
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U : ∆ → ∆

¹�Å*¸u°¢± 
E³¢¹j¸u»Ä±IÅ%¸�Ë�¯�°¢±�Â�±�½�²¶³¢¾�±
µ∆ := (π∆)∗(µ∆̄)»¼²�»ÄÅ%Ûj½�¾�»Ä½�Å%¸�³¢Å¢Á¢±I¾

U
Ë�¯�°¢±IÅ

(∆, U, µ∆)
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f0 : X0 → R
´.±R½�ÿ���¿ÄÁ¢±I¾Çº¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Åß²�½j¸u»¼²¶ºqÈ(»ÄÅ�Æ
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À�º¤¹�¾�à
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∆
¸�¹
X0

Ë

�¹�¾

x ∈ X
À3¿¼±I¸ÇÜ�¾�²}¸

f(x) =
∑ϕ+(x)−1

k=0 f0(T
k
0 x)
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n

»¼¸u±I¾u½j¸�±�²
¹�º
T0

À;½�Å¢Á@à
»¼¸u°
ϕ+(x) = ϕ+(y) = n

À¢¸u°¢±IÅ

|f(x) − f(y)| 6 Cnd(x, y)α ê0øEë
º¤¹�¾�²�¹�Â�±

α > 0
Ë�ãdÅ*¸�°¢±|²�½�Â�±�à�½ È�À�»�º

x
½�Å¢Á

y
½j¾�±|¹�Å*½�¿¼¹G·�½�¿;³¢Å¢²¶¸u½�´¢¿¼±�Â�½�Å¢»�º¤¹�¿ÄÁ�à
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n

»�¸u±I¾u½j¸�±�²|¹jº
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À�½jÅ¢Á
ϕ+(x) = ϕ+(y) = n

À3¸u°¢±IÅ |f(x) − f(y)| 6 Cnd(Tx, Ty)α ËRõ�¹�¾�±�¹ Û�±�¾�À
¸�°¢±oÞ¢¾�¹�Þ.±�¾}¸dÈ
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πn3

Ë �G»ÄÅ¢·I±
I

ê0Æ�»�Û�±IÅ�´%È ê��<ë}ë,»Ä²
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∞∑
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> K
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y = πx

Ë�ì�±I¸
x′ = Ū−Kx

½�Å�Á
y′ = Ū−Ky

Ë �Õ±oà
»¼¿Ä¿8Þ�¾�¹ Û�±�¸u°¢½j¸

∀k ∈ N, |f̄(Ūkx) − f̄(Ūky)| 6 Cd(πX Ū
kx′, πXŪ

ky′)α.
ê �%ë

��½�Â�±I¿¼È�À¢»¼º
ϕ+(πX Ū

kx) = n
À¢¸u°�±�Å

|f̄(Ūkx) − f̄(Ūky)| 6 Cnd(πXŪ
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kx)

»Ä²
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ky′)
Æ�¹G±I²R±�ÝGÞB¹�Å�±�Å%¸u»Ä½�¿Ä¿�È�º0½�²¶¸�¸u¹

ïI±�¾�¹�Ë�ÿÇ±�Å¢·I±�À�¸u°�±�²¶±�¾¶»Ä±�² ∑ |f̄(Ūkx) − f̄(Ūky)| »¼²�²�³¢Â�Â�½j´¢¿Ä±jÀ¢½�Å¢Á
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�G³�Þ¢ÞB¹�²�±,Å¢¹ à7¸�°�½j¸

x
»¼²|½z¸|°¢±I»ÄÆ�°%¸

< K
ËÇì�±I¸

y = πx
ËY�|Þ¢Þ�¿¼È(»ÄÅ¢Æ£¸u°�±,Þ¢¾�±`Û(»Ä¹�³¢²|½�¾�Æ�³¢Â�±IÅ%¸�¸�¹

x′ = x
½jÅ¢Á

y′ = y
À�à�±ÇÆ�±I¸�¸�°�½j¸ ∑∞

k=K |f̄(Ūkx)− f̄ (Ūky)| »¼²�´.¹�³¢Å¢Á¢±IÁ8Ë�õ�¹�¾�±�¹ Û�±�¾�ÀEÁ¢³�¾�»ÄÅ�Æ�¸u°¢±�Ü�¾¶²¶¸
K

»¼¸�±�¾u½z¸u±�²IÀ
x
½jÅ¢Á

y
¾�±IÂ�½j»ÄÅ�½j¸�½R´.¹�³¢Å¢Á¢±IÁ*°¢±I»ÄÆ�°%¸�»ÄÅ�¸u°¢±
¸u¹ à�±�¾�À(à
°¢»Ä·U°�»ÄÂ�Þ¢¿Ä»¼±�²�¸u°¢½j¸

f̄(Ūkx)
½�Å¢Á

f̄(Ūky)
¾�±�Â�½�»¼Å�³¢Å�»¼º¤¹�¾¶Â�¿�È

´.¹�³¢Å¢Á�±�Á8Ë�¯�°¢»¼²Ç·I¹�Å¢·I¿Ä³¢Á¢±I²Ç¸�°¢±oÞ¢¾�¹(¹�º^Ë

ì�±I¸
ḡ(x) = f̄(x) − ū(x) + ū(Ūx)

Ë�¯�°¢±IÅ

ḡ(x) = f̄(πx) +

∞∑

k=0

[
f̄(Ūk(Ūπx)) − f̄(Ūk(πŪπx))

]
.

ÿÇ±�Å¢·I±�À
ḡ(x)

Á¢±�Þ.±�Å¢Á�²�¹�Å¢¿�ÈÉ¹�Å
πx

À�»2Ëæ±jË¼À
ḡ

»¼²�·�¹�Å�²¶¸U½jÅE¸�½�¿¼¹�Å¢Æ�¸u°¢±@²}¸U½�´¢¿¼±@Â�½�Å�»¼º¤¹�¿¼Á¢²,»ÄÅÉ¸�°¢±�¾¶±�·`¸U½�Å¢Æ�¿Ä±�²IË
ù�¹�Å�²�±_
E³¢±IÅ%¸u¿¼È�À.¸�°¢±�¾¶±o±`ÝG»Ä²}¸u²Ç½£º¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�Å

g : ∆ → R
²�³¢·U°­¸u°�½j¸

ḡ = g ◦ π∆

Ë
ã ¸Úà
»¼¿Ä¿|´.±�»ÄÂ�Þ.¹�¾¶¸u½�Å%¸�¸�°�½j¸

g
»Ä²*¾¶±�Æ�³¢¿Ä½�¾*±IÅ¢¹�³¢Æ�° ¹�Å

∆
ÀÇ¸u¹É³¢²¶±Êº¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�Å�½j¿�½�Å�½j¿¼ÈE¸u»¼·�¸u±I·U°¢Å¢»n
(³�±�²�Ë 
�¹�¾

x1, x2 ∈ ∆
À3¿Ä±I¸

s(x1, x2)
´.±�¸�°¢±�»¼¾�²�±IÞ�½�¾u½z¸u»Ä¹�Åß¸u»¼Â�±jÀ3»sË ±�Ë�ÀB¸�°¢±�ÅE³¢Â,´.±�¾�¹jº�¾¶±I¸�³¢¾�Å¢²�¸�¹*¸u°¢±�´�½�²�»¼²�´.±Iº¤¹�¾¶±

x1½�Å�Á
x2

Æ�±I¸�»¼Å%¸u¹oÁ¢»n
B±�¾¶±�Å%¸�±�¿¼±�Â�±�Å%¸u²�¹�º.¸u°�±�Þ�½�¾¶¸�»¼¸�»Ä¹�Å8Ë�¯�¹�¹�´�¸U½�»¼Å,¸u°¢±�º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ�Æ�¿Ä±IÂ�Â�½�Àjà�±�à
»Ä¿¼¿�³¢²¶±�²¶±IÛ�±I¾u½�¿
¸�»ÄÂ�±�²	¸u°¢±
²�½�Â�±Ç½�¾¶Æ�³¢Â�±�Å%¸�½�²�»ÄÅ�ì�±�Â�Â�½{�GË ø¢À%´¢³�¸�²�¹�Â�±`¸u»ÄÂ�±�²�½j¿Ä¹�Å¢Æo³¢Å�²¶¸U½j´¢¿Ä±
Â�½�Å¢»¼º¤¹�¿ÄÁ¢²�»¼Å¢²¶¸�±�½�Á�¹�º3²¶¸U½j´¢¿Ä±
¹�Å�±�²�Ë
� �'
 
 0 5 
��7
 + Ö�Ï��UÏÇÏLK�Ù#�`Ø

C > 0
Ð(�)�

τ < 1
����ÔUÖ,ØqÖ�Ð�Ø% �$�×��
Ï I�Ï���Ó

x1, x2

Ù���ØqÖ�ÏH��Ð(:�ÏÇÏ`ÒÄÏ�:�Ï���Ø!×>$�;�Ð(�`Ø0ÙqØ0Ùs×��
×>$

∆
 

|g(x1) − g(x2)| 6 Cτ s(x1,x2).

GH�u× ×>$ * ì�±I¸
³¢²
Ü�¾¶²¶¸ÇÞ¢¾�¹ Û�±o¸�°�½j¸�À�»¼º
x1, x2

´B±I¿Ä¹�Å¢Æ�¸�¹£¸�°¢±o²u½�Â�±�³¢Å¢²}¸U½�´�¿Ä±o¿Ä±�½jº�»ÄÅ­½�¾�±�·`¸U½�Å�Æ�¿Ä±o¹�º
∆̄
À¢¸u°¢±IÅ

ḡ(x1) − ḡ(x2)
»Ä²�³¢Å�»¼º¤¹�¾¶Â�¿�È�´.¹�³¢Å�Á¢±�Á8Ë ê �%ë

¯�°¢±�²u½jÂ�±£½�¾¶Æ�³¢Â�±�Å%¸�½�²�»¼ÅÊ¸�°¢±�Þ¢¾¶¹G¹�º�¹�º�ì�±�Â�Â�½ �GË ø@²�°¢¹ à
²�¸u°¢½j¸ ∑∞
k=0

[
f̄(Ūk(Ūπx)) − f̄(Ūk(πŪπx))

]
»¼²R´.¹�³¢Å¢Á�±�Á8ËÚÿÇ±�Å¢·I±�À�»�¸o»Ä²o²�³Gþ�·I»Ä±IÅE¸R¸u¹­Þ¢¾�¹ Û�±�¸u°¢½j¸

f̄(πx1) − f̄(πx2)
»¼²o´B¹�³�Å¢Á¢±�Á3Ë@ì�±`¸

K
´B±�½�²�»ÄÅÊ¸u°¢±

Þ¢¾¶¹G¹jº�¹�º�ì�±�Â�Â�½ �GËæø�Ë�ã º
x1

ê2½�Å¢Á
x2

ë�¾�±`¸u³¢¾¶Å�¸u¹�¸�°¢±,´�½�²¶»Ä²�¹�º
∆̄

´.±Iº¤¹�¾�±�¸�»ÄÂ�±
K

À.¸u°¢±IÅ
ϕ+(x1) = ϕ+(x2)»¼²�´.¹�³¢Å�Á¢±�Á8À�à
°¢»¼·U°Ì»ÄÂ�Þ¢¿¼»Ä±�²Ç¸u°�½z¸

f̄(πx1)
½�Å�Á

f̄(πx2)
½�¾�±£´.¹�³¢Å¢Á�±�Á8Ë�ã º

x1

ê2½�Å¢Á
x2

ë�½�¾�±£²¶¿Ä»ÄÁ�»ÄÅ¢ÆÚÞ.¹�»ÄÅ%¸�²�À
¸�°¢±�ÅÊ¸u°¢±£·I¹�Å¢·�¿¼³¢²�»¼¹�ÅÊ»Ä²o½�¿¼²�¹­½Ú·�¹�Å�²�±_
E³¢±IÅ¢·�±�¹�º

(P1)
Ë �|¸�°¢±�¾}à
»Ä²�±jÀ

x1

½�Å¢Á
x2

½j¾�±�´.¹�³¢Å¢·I»ÄÅ¢Æ@Þ.¹�»ÄÅ%¸u²IË��Ì±
²¶°¢¹ à ½�²�»¼ÅK¸�°¢±áÞ¢¾�¹(¹�º,¹jº�ì�±�Â�Â�½ �GË ø ê¤´¢³�¸ß½�¿Ä¹�Å¢ÆÉ¸u°¢± ���=�`ØsÐ � ÒÄÏÕ¿Ä±�½jº,·I¹�Å%¸U½�»¼Å¢»ÄÅ¢Æ

πx1

½�Å¢Á
πx2

ë�¸u°�½j¸
|f̄(πx1) − f̄(πx2)| 6 Cd(πX Ū

Kπx1, πX Ū
Kπx2)

α Ë �G»¼Å¢·�±�¸�°¢»Ä² 
(³¢½�Å%¸u»¼¸dÈ »Ä²*³�Å¢»¼º¤¹�¾¶Â�¿�Èü´B¹�³¢Å¢Á¢±IÁ8À�¸�°¢»Ä²
·I¹�Å¢·�¿¼³¢Á¢±I²Ç¸�°¢±oÞ¢¾�¹(¹�º�¹�º�ê �%ë`Ë
¯!½�ô�±

x1, x2 ∈ ∆̄
¹�ÅÚ¸�°¢±o²u½�Â�±o³¢Å¢²¶¸u½�´¢¿¼±�¿Ä±�½zº^À�½�Å¢Á­¿Ä±`¸

s = s(π∆(x1), π∆(x2))
Ë �Ì±�à
»Ä¿¼¿3Þ¢¾¶¹ Û�±o¸u°�½j¸

|ḡ(x1) − ḡ(x2)| 6 Cλαs/2 ê2è%ë
º¤¹�¾�²�¹�Â�±

C > 0
À;à
°¢±�¾¶±

λ < 1
»Ä²�¿�½�¾¶Æ�±�¾
¸u°¢½�Å�¸u°¢±R·�¹�Å%¸�¾u½�·`¸u»Ä¹�Å�·�¹(±Iþ�·�»¼±�Å%¸�¹�º

T
½�¿¼¹�Å¢Æ�²¶¸U½j´¢¿Ä±RÂ�½�Å�»¼º¤¹�¿¼Á¢²�À

½�Å�Á­¸�°¢±o·�¹�Å%¸u¾�½�·I¸�»Ä¹�Å@·I¹G±`þ�·I»Ä±IÅE¸Ç¹�º
T−1 ½j¿Ä¹�Å¢Æ�³�Å¢²¶¸u½�´¢¿Ä±�Â�½�Å¢»�º¤¹�¿ÄÁ�²�Ë

è



å�ÈÌê �%ë�À¢¸�°¢»Ä²�»¼²�¸u¾¶»¼Û(»�½�¿B»¼º
s < 2K

Ë�ÿ�±IÅ¢·�±jÀ�à�±�·�½�Å­½�²¶²�³¢Â�±
s > 2K

Ë�ì�±`¸
N =

⌊
s
2

⌋
> K

À¢¸u°¢±IÅ

ḡ(x1) − ḡ(x2) = f̄(πx1) − f̄(πx2)

+
N−1∑

k=0

[
f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(Ūπx2))

]
+

N−1∑

k=0

[
f̄(Ūk(πŪπx2)) − f̄(Ūk(πŪπx1))

]

+

∞∑

k=N

[
f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(πŪπx1))

]
+

∞∑

k=N

[
f̄(Ūk(πŪπx2)) − f̄(Ūk(Ūπx2))

]
.

ê�� ÷%ë

�G»¼Å¢·�±
N +K 6 s

À�à�±R°¢½ Û�±�º¤¹�¾
½�Å%È
k < N

∣∣f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(Ūπx2))
∣∣ 6 Cd(πXŪ

k+K(Ūπx1), πXŪ
k+K(Ūπx2))

α

6 Cλα(s−(k+K+1))d(πX Ū
sπx1, πXŪ

sπx2)
α

6 Cλα(s−k).

�G³�Â�Â�»ÄÅ¢Æ�¹ Û�±�¾
k
À¢à�±R¹�´�¸U½�»¼Å

∣∣∣∣∣

N−1∑

k=0

[
f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(Ūπx2))

]∣∣∣∣∣ 6 Cλα(s−N)
6 Cλαs/2.

¯�°¢±�¹�¸�°¢±�¾�¸�±�¾�Â ¹�ÅÚ¸u°¢±o²�±I·�¹�Å�Áß¿Ä»¼Å¢±�¹�ºoê�� ÷%ë�·�½�Å@´B±o±I²¶¸u»¼Â�½z¸u±�Á@»¼Å*¸u°¢±o²u½jÂ�±�à�½�È�À.½�²�à�±�¿Ä¿�½j²
¸�°¢±�¸u±I¾�Â ¹�Å
¸�°¢±�Ü�¾�²}¸�¿¼»ÄÅ¢±�¹jº�ê�� ÷�ë�Ë
�G»¼Å¢·�±

N > K
À¢à�±�½j¿Ä²�¹�°¢½ Û�±�º¤¹�¾
½�Å%È

k > N

∣∣f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(πŪπx1))
∣∣ 6 Cd(πX Ū

k−K(Ūπx1), πX Ū
k−K(πŪπx1))

α

6 Cλα(k−K)d(πX(Ūπx1), πX(πŪπx1))
α

6 Cλαk.

�G³�Â�Â�»ÄÅ¢Æ�¹ Û�±�¾
k
À¢à�±R¹�´�¸U½�»¼Å

∣∣∣∣∣

∞∑

k=N

[
f̄(Ūk(Ūπx1)) − f̄(Ūk(πŪπx1))

]∣∣∣∣∣ 6 CλαN
6 Cλαs/2.

¯�°¢±�¹�¸�°¢±�¾�¸�±�¾�Â ¹�Å­¸�°¢±�¸u°¢»¼¾�Á@¿Ä»¼Å¢±�¹�ºoê�� ÷%ë�»¼²�°�½�Å¢Á�¿Ä±�Á@»¼Å@¸�°¢±o²u½�Â�±�à�½ È�Ë

� � ® � ®`§ §
	 � ©�¨ � � � ®I¦ � ©R«@¦�� §�©�� � ¨ �

� ��� � � ��$�;#42� � ����37���,+($)�5+835+#!�� ��+�	5� �
�7º¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å

f : R∗
+ → R∗

+

»¼²<�`ÒÄ×zÎ�ÒhÓ/IzÐ(�`ÓzÙ��'&*»¼º^À(º¤¹�¾
½�¿Ä¿
λ > 0

À
f(λx)/f(x)

¸u±�Å�Á¢²Ç¸�¹
1
à
°�±�Å

x→ ∞ Ë
å�È�·�¿Ä½�²�²¶»Ä·�½j¿GÞ¢¾¶¹�´�½�´�»Ä¿Ä»¼²¶¸�»Ä·�¾�±I²�³¢¿�¸u²�ÀE½�¾¶±�½�¿G¾u½�Å�Á¢¹�Â Û�½j¾�»�½j´¢¿Ä±

Z
»Ä²�»¼Å�¸u°�±�Å¢¹�Å¢²}¸U½�Å�Á�½�¾�Á£Á¢¹�Â�½�»¼Å�¹�ºB½j¸¶¸u¾�½�·I¸�»Ä¹�Å

¹�ºG¸u°¢± �o½�³¢²¶²�»�½jÅ�Á�»Ä²¶¸�¾�»¼´¢³�¸u»¼¹�Å N (0, 1)
»�º¢½�Å�Á�¹�Å¢¿¼È�»�º(»¼¸�²u½z¸u»Ä²}Ü�±�²�¹�Å�±�¹jº�¸u°�±�º¤¹�¿Ä¿Ä¹ à
»¼Å¢Æ�±_
E³¢»�Ûj½�¿Ä±IÅE¸�·I¹�Å¢Á¢»�¸u»¼¹�Å¢²�ý

• ¯�°¢±�º¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�Å
L(x) := E(Z21|Z|6x)

»Ä²�³¢ÅE´.¹�³¢Å¢Á�±�Á�½jÅ¢Á@²�¿Ä¹ à
¿�È�Ûj½�¾¶È(»¼Å¢Æ¢Ë

• P (|Z| > x) ∼ x−2l(x)
º¤¹�¾,²¶¹�Â�±*º¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�Å

l
²�³¢·U°ü¸u°�½z¸

L̃(x) := 2
∫ x

1
l(u)
u

du
»¼²,³¢ÅE´B¹�³¢Å¢Á¢±IÁ ½�Å�Á

²¶¿Ä¹ à
¿¼È�Ûj½�¾¶È(»ÄÅ�Æ¢Ë

� ÷



� �'
 0=��� I7
 ��
 ãdÅ­¸u°¢»¼²�·�½�²�±jÀ
L̃(x) ∼ L(x)

à
°¢±IÅ
x → ∞ À.½�Å¢Á

l(x) = o(L(x))
Ë�ã ¸�»Ä²ÇÞB¹�²�²�»¼´¢¿Ä±jÀ;°¢¹ à�±`Û�±�¾IÀ

¸�°�½j¸
l
»¼²�Å¢¹�¸Ç²�¿¼¹<à
¿�È�Ûj½�¾}ÈG»¼Å¢Æ�½�Å¢ÁÚ¸u°¢½j¸
¸u°¢±I²�±o·�¹�Å�Á¢»¼¸�»Ä¹�Å¢²�°�¹�¿ÄÁ­½�Å%ÈEà�½�È�Ë

�G³�·U° ½�¾�½�Å¢Á¢¹�Â Ûj½�¾�»Ä½�´¢¿¼±�´.±�¿Ä¹�Å¢Æ�²�¸�¹
Lp º¤¹�¾,½�¿Ä¿

1 6 p < 2
À	´¢³�¸£Å�¹�¸,¸u¹

L2 Ë �Õ±*à
»Ä¿¼¿�²�½ ÈÕ¸u°�½z¸
l
½�Å�Á

L
½�¾¶±�¸u°¢±@ØsÐ�ÙqÒ1$ ���3Ô`Ø0Ùs×��=��¹�º

Z
Ë�¯�°�±IÈá½�¾¶±�Á�±IÜ�Å¢±IÁÍ³¢ÞÊ¸u¹�½�²¶È(Â�Þ�¸u¹j¸u»Ä·�±�
E³¢»¼Ûj½�¿¼±�Å¢·I±�Ë�ù�°¢¹G¹�²�±�½­²¶±_
E³¢±�Å�·�±

Bn → ∞ ²�³¢·U°�¸�°�½j¸ n
B2

n
L(Bn) → 1

Ëb¯�°¢±�Å8À(»¼º
Z0, Z1, . . .

»Ä²�½o²�±�
(³�±�Å¢·I±�¹�º8»¼Å¢Á¢±IÞB±IÅ¢Á¢±�Å%¸�¾u½�Å�Á¢¹�Â Ûj½�¾�»Ä½�´¢¿¼±�²
Á¢»¼²¶¸�¾�»Ä´�³�¸u±IÁ�½j²

Z
À¢¸u°¢±IÅ

Z0 + · · ·+ Zn−1 − nE(Z)

Bn
→ N (0, 1).

õ�¹�¾�±oÆ�±�Å�±�¾u½j¿Ä¿¼È�À¢»¼º n
B2

n
L(Bn) → C > 0

À¢¸�°¢±�Å@¸u°�±�Þ�¾�±IÛ(»¼¹�³¢²
²�±�
(³�±�Å¢·I±�·�¹�ÅEÛ�±�¾¶Æ�±�²Ç¸u¹ N (0, C)
Ë

ãdÅ äs�
	�÷K��ésÀv�|½�¾�¹�Å¢²�¹�ÅÍ½�Å¢Á 	|±IÅ¢ô�±I¾�°�½�Û�±ÚÞ¢¾¶¹<Û�±�ÁÍ¸�°¢±*²u½jÂ�±�ô(»¼Å¢ÁÉ¹�º�¿¼»ÄÂ�»¼¸�¸�°¢±�¹�¾¶±�Â à
°¢±�ÅÉ¸�°¢±*²�±�
E³¢±�Å¢·I±
Z0, Z1, . . .

»Ä²�Å¢¹�¸�»¼Å¢Á¢±�Þ.±�Å�Á¢±�Å%¸�ËRõ�¹�¾�±,Þ¢¾¶±�·I»Ä²�±I¿¼È�À8·�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾
U

½*Â�»xÝG»ÄÅ¢Æ �o»¼´¢´¢²^î}õß½�¾¶ô�¹ Û�Â�½�ÞÉê2½�²�Á�±IÜ�Å¢±IÁ
»¼Åíäs��½�¾�è%ç<é�ë�¹�ÅÌ½�²¶Þ�½�·�±

∆
À!Þ¢¾�±I²�±I¾¶Û(»ÄÅ¢Æ�½ßÞ¢¾�¹�´�½�´¢»¼¿Ä»¼¸dÈßÂ�±�½�²�³�¾�±

µ∆

À	½jÅ¢ÁÌ¿¼±I¸
g : ∆ → R

´.±*½@º¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å
à
°¢»¼·U°�»Ä²�¿Ä¹(·�½�¿¼¿¼ÈÚÿY��¿ÄÁ�±�¾�½jÅ¢Áßà
°¢¹�²¶±,Á¢»¼²¶¸u¾¶»Ä´¢³G¸u»Ä¹�Å­à
»�¸u°�¾¶±�²�Þ.±�·`¸�¸u¹

µ∆

»¼²|»ÄÅ­¸u°¢±�Å¢¹�Å¢²}¸U½�Å¢Á¢½�¾�Á�Á�¹�Â�½j»ÄÅß¹jº
½j¸¶¸u¾�½�·I¸�»Ä¹�ÅÚ¹�º N (0, 1)

½�²
½�´.¹ Û�±jË�¯�°¢±IÅ­¸�°¢±IÈ@Þ�¾�¹ Û�±�¸u°¢½j¸
g + g ◦ U + · · ·+ g ◦ Un−1 − n

∫
g

Bn

→ N (0, 1)

½�²Ç½�´.¹ Û�±jË
¯�°¢±�Þ¢¾¶¹G¹�º�Æ�¹(±�²o½j²oº¤¹�¿Ä¿Ä¹ à
²Iý�¿Ä±`¸

Û
´.±£¸�°¢±,¸u¾�½�Å¢²}º¤±�¾o¹�Þ.±�¾u½z¸u¹�¾o½�²¶²�¹(·�»Ä½j¸u±IÁÊ¸�¹

U
À!½jÅ¢Á

Ût

»¼¸�²�ÞB±I¾¶¸u³�¾�´�½j¸�»Ä¹�Å
Æ�»�Û�±IÅ�´EÈ

Ûtu = Û(eitgu)
Ë�¯�°¢±I²�±�¹�Þ.±�¾�½j¸u¹�¾�²�²�½j¸u»¼²¶ºqÈß½Úì�½j²�¹�¸u½zî ��¹�¾¶ô�±R»ÄÅ¢±�
(³¢½�¿Ä»�¸dÈ�¹�Å�¸u°¢±,²¶Þ�½�·I±�¹�º�ÿ���¿¼Á¢±�¾

º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å¢²IÀ8½�Å¢Á ∥∥Ût − Û
∥∥ = O(t)

Ë|ÿÇ±�Å¢·I±�À3¸�°¢±�±I»ÄÆ�±IÅ%Û�½j¿Ä³¢±
λt

¹�º
Ût

·I¿Ä¹�²¶±�¸�¹
1
²�½j¸u»¼²¶Ü�±I² |λt − 1| = O(t)

À
½�Å�Á@¸�°¢±o·�¹�¾¶¾�±I²�Þ.¹�Å¢Á¢»¼Å¢Æ�±�»¼Æ�±�Å�º¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�Å

wt

ê0Å�¹�¾�Â�½�¿Ä»¼ï�±IÁ*²�¹�¸u°¢½j¸ ∫
wt = 1

ë�»Ä²�²¶³¢·U°­¸�°�½j¸ ‖wt − 1‖ = O(t)
Ë

¯�°¢±IÅß¸u°�±IÈ­Þ¢¾�¹ Û�±R¸u°�±Rº¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ¢Æ£½j´¢²¶¸�¾u½�·`¸|¿¼±�Â�Â�½@ê¤»ÄÅ@à
°¢»Ä·U°ß¸�°¢±�¾¶±R»¼²�Å�¹�Á�È(Å�½�Â�»Ä·I²�À�¸u°�»Ä²
¿Ä±IÂ�Â�½�Á¢±�Þ.±�Å¢Á�²
¹�Å�¿¼È*¹�Å­¸�°¢±oÁ¢»Ä²}¸u¾�»¼´¢³�¸�»Ä¹�Å*¹jº

g
ë`ý

� �'
 
 0 I7
#57
�� ×���Ð(��Ó � ×����)�(Ï � $ ���3Ô`Ø0Ùs×�� w ×��
∆
 

∫
(eitg − 1 − itg)w = − t

2

2

∫
1|g|61/|t|g

2w + ‖w‖∞ o(t2L(1/|t|)).
��Ï��uÏ! �Ø¤Ö�Ï

o(t2L(1/|t|)) Ù#� �'��Ù $�×�� : Ù��
w *

��Þ¢Þ¢¿¼È(»¼Å¢Æ�¸u°¢»¼²�¿Ä±�Â�Â�½R¸u¹
wt

À�¹�Å¢±�Æ�±I¸u²

λt − 1 − it

∫
gwt =

∫
(eitg − 1 − itg)wt = −t

2

2

∫
1|g|61/|t|g

2wt + o(t2L(1/|t|))
êqà
°¢±�¾¶±�à�±R°¢½ Û�±o³¢²�±IÁ�¸u°�±oº0½j·I¸�¸u°¢½j¸

wt

»¼²�´B¹�³�Å¢Á¢±�Á�ë`Ë(�G»ÄÅ�·�± ‖wt − 1‖∞ = o(1)
À

t2

2

∫
1|g|61/|t|g

2wt =
t2

2
L(1/|t|)(1 + o(1)).

ÿÇ±�Å¢·I±�À
λt = 1 + it

∫
gwt −

t2

2
L(1/|t|)(1 + o(1)).

ê��a�<ë

b»¼Å�½�¿¼¿¼È�À ∫

gwt =
∫
g +O(t)

²�»¼Å¢·�± ‖wt − 1‖∞ = O(t)
Ë �G¹�à�±RÆ�±`¸

λt = 1 + it

∫
g − t2

2
L(1/|t|)(1 + o(1)).

¯�°¢»¼²
±`ÝGÞ�½�Å¢²¶»Ä¹�Å­»Ä²�²¶³�þ�·�»¼±�Å%¸�¸�¹£Æ�±I¸�¸�°¢±o¾�±_
E³¢»¼¾�±IÁ�¿¼»ÄÂ�»¼¸�¸u°¢±I¹�¾�±IÂ�Ë

�a�



� � 
 � 0#� � ��$�;#42� �*+ � �5;(+�� �)�	� � ��$
ì�±I¸

(∆, µ∆)
´.±­½áÞ¢¾¶¹�´�½�´�»Ä¿Ä»�¸dÈá²�Þ�½�·I±ß½jÅ¢Á

U : ∆ → ∆
½ÊÞ¢¾�¹�´¢½�´¢»Ä¿¼»¼¸dÈáÞ¢¾¶±�²�±I¾¶Û(»ÄÅ�ÆÌÂ�½�Þ8Ë �Õ±­²�½�ÈÉ¸u°�½j¸

(∆, U)
»Ä²�½�Å ÏLK ;�Ð(�)��Ù��'& 
B×��'�'& Ød×zÎ�Ï��7ê}ä ��¹�³�è�èzé�ëß»¼º�¸�°¢±�¾¶±É±`ÝG»Ä²}¸Ê»ÄÅ%¸u±IÆ�±�¾¶²

rp ∈ N∗ ½�Å�Á ½íÞ�½�¾¶¸�»¼¸�»Ä¹�Å
{∆k,p}p∈N,k∈{0,...,rp−1}

¹�º
∆

²�³¢·U°­¸u°�½j¸

��Ë�
�¹�¾Ç½�¿¼¿
p
½�Å¢Á

k < rp − 1
À
T

»¼²|½£Â�±�½�²¶³¢¾u½�´�¿Ä±o»Ä²¶¹�Â�¹�¾�Þ¢°¢»¼²�Â ´B±`¸dà�±I±�Å
∆k,p

½�Å�Á
∆k+1,p

À;Þ¢¾¶±�²�±I¾¶Û(»ÄÅ�Æ
µ∆

Ë
�GË�
�¹�¾
½j¿Ä¿

p
À
T

»¼²
½�Â�±�½�²¶³¢¾u½j´¢¿Ä±�»¼²�¹�Â�¹�¾¶Þ¢°¢»Ä²¶Â ´.±I¸dà�±�±IÅ
∆rp−1,p

½�Å¢Á
∆0 :=

⋃
m ∆0,m

Ë
��Ë
ì�±`¸

U0

´.±Ç¸�°¢±
Ü�¾�²}¸�¾�±`¸u³¢¾¶Å�Â�½�Þ�»ÄÅ¢Á¢³�·�±�Á�´%È
U

¹�Å
∆0

Ë 
�¹�¾
x, y ∈ ∆0

À(Á¢±IÜ¢Å¢±�¸�°¢±�»¼¾�²¶±�Þ�½j¾u½j¸�»Ä¹�Å�¸u»ÄÂ�±
s(x, y) = inf{n ∈ N | Un

0 (x)
½�Å¢Á

Un
0 (y)

½�¾¶±�Å¢¹�¸Ç»ÄÅ*¸�°¢±o²u½�Â�±
∆0,p}

Ë �Õ±�±`Ý(¸u±IÅ¢ÁÊ¸u°¢»¼²�²�±IÞ�½�¾u½z¸u»Ä¹�Å
¸�»ÄÂ�±�¸u¹�¸u°¢±oà
°¢¹�¿¼±o¸�¹ à�±I¾|»ÄÅ@¸u°�±�º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ�Æ,à�½�È.ý�»¼º

x, y
½j¾�±�Å¢¹�¸Ç»ÄÅ@¸u°¢±�²u½jÂ�±�±�¿¼±�Â�±�Å%¸Ç¹�º�Þ�½j¾¶¸u»�¸u»¼¹�Å8À

²¶±I¸
s(x, y) = 0

ËY��¸�°¢±�¾}à
»Ä²¶±�À
x, y ∈ ∆k,p

Ë
ì�±I¸
x′, y′ ∈ ∆0,p

´.±R²¶³¢·U°ß¸u°¢½j¸
x = Ukx′

½�Å¢Á
y = Uky′

À
½jÅ¢Á�²¶±I¸

s(x, y) = s(x′, y′)
Ë


�¹�¾
x ∈ ∆

ÀG¿Ä±I¸
J(x)

´.±|¸�°¢±|»¼ÅEÛ�±�¾¶²�±�¹�º8¸�°¢±�µ�½�·I¹�´¢»Ä½�Å�¹�º
U

½j¸
x
Ë �Ì±|½�²�²¶³¢Â�±|¸u°�½z¸�¸u°�±�¾�±�±`ÝG»Ä²}¸

β < 1½jÅ¢Á
C > 0

²�³¢·U°­¸u°�½z¸�À¢º¤¹�¾
½�¿¼¿
x, y

»ÄÅÚ¸u°�±�²�½�Â�±�±�¿Ä±IÂ�±IÅ%¸
¹�ºbÞ¢½�¾¶¸�»¼¸u»¼¹�Å8À
∣∣∣∣1 − J(x)

J(y)

∣∣∣∣ 6 Cβs(Ux,Uy) ê��7��ë

� �'
 0=��� I7
#I7
 ��¹j¸u±�¸u°�½z¸�¸�°¢±�Á¢±IÜ�Å�»¼¸u»¼¹�ÅÊ¹�º�²¶±�Þ�½j¾u½j¸�»Ä¹�ÅÊ¸u»¼Â�±,»¼Å ä ��¹�³�è��jé�»Ä²o»ÄÅ�¸�±�¾�Â�²�¹�º�¸�°¢±�Å(³�Â,´B±I¾R¹jº
½�¿¼¿�»¼¸�±�¾u½z¸u»Ä¹�Å¢²�¹�º

U
À;à
°¢»Ä¿¼±�à�±�º¤¹�¿Ä¿¼¹<àK¸u°�±R·I¹�Å%Û�±�Å%¸�»Ä¹�Å�¹jº�ä ��¹�³�è�èjé�à
°�±�Åßà�±�Á¢±`Ü�Å¢±R²�±�Þ¢½�¾u½j¸�»Ä¹�Å­»ÄÅ@¸u±I¾�Â�²�¹jº

¾¶±I¸u³�¾�Å¢²�¸u¹*¸�°¢±�´�½�²¶»Ä²IË,ÿ�±IÅ¢·�±jÀ�¹�³¢¾�²¶±I¸�¸�»ÄÅ¢ÆÚ»¼²�Â�¹�¾�±,Æ�±�Å¢±I¾u½�¿b¸�°�½�Å�¸u°¢½j¸�¹�º�ä ��¹�³�è��jé2À8´¢³G¸o»¼¸�à
»¼¿Ä¿�Â�½�ôj±,¸u°¢±
Þ¢¾¶¹G¹jºb¹�º�¸u°�±�²¶ÞB±I·I¸�¾u½�¿�Æ%½jÞ�Â�¹�¾�±|·�¹�Â�Þ¢¿Ä»¼·�½j¸�±�Á8Ë

ì�±I¸
∆n =

⋃
∆n,p

Ë�¯�°�»Ä²�»¼²|¸u°¢±�²�±I¸o¹jº�Þ.¹�»¼ÅE¸�²�½j¸�°¢±�»¼Æ�°%¸
n

»ÄÅ�¸�°¢±�¸�¹<à�±�¾IË �Õ±�à
»¼¿Ä¿�²u½�Èß¸�°�½j¸
(U,∆)

»Ä²|½�Å
ÏLK ;�Ð(�)��Ù��'& 
B×��'�'&,Ø^×zÎ�Ï���Î	ÙqØ¤Ö@ÏLK ;�×��3Ï���Ø0Ù0Ð�ÒqÒhÓ ��:�Ð�ÒqÒ;ØsÐ�ÙqÒ8»¼ºB¸u°¢±I¾�±|±�ÝG»Ä²¶¸�²

ρ < 1
²�³¢·U°�¸u°�½j¸

µ∆(∆n) = O(ρn)
Ë

ì�±I¸
J (n) ´.±�¸�°¢±�»ÄÅ%Û�±I¾�²�±R¹�ºb¸�°¢±�µ�½�·�¹�´�»�½�Å@¹�º

Un Ë�ã ¸�»Ä²
²¶¸u½�Å¢Á�½�¾¶Á�¸�°�½j¸�ê��7��ë�»¼Â�Þ�¿Ä»Ä±I²�¸u°¢½j¸�¸�°¢±�Á¢»Ä²}¸u¹�¾}¸u»Ä¹�Å­¹jº
¸�°¢±,»¼¸�±�¾�½j¸u±I²�¹�º

U
»¼²�³¢Å�»¼º¤¹�¾¶Â�¿�ÈÚ´B¹�³¢Å¢Á¢±IÁ8À3»¼Å�¸u°�±Rº¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ¢Æ£²¶±�Å¢²¶±�ý
¸u°¢±I¾�±�±�ÝG»Ä²¶¸�²

C > 0
²�³¢·U°�¸�°�½j¸�À;º¤¹�¾�½�¿Ä¿

Þ.¹�»ÄÅ%¸�²
x, y

²¶³¢·U°�¸�°�½j¸
T k ½�Å¢Á

T ky
¾¶±�Â�½�»ÄÅÚ»¼Å@¸�°¢±o²u½�Â�±�±�¿¼±�Â�±�Å%¸u²
¹jº!¸�°¢±oÞ�½�¾¶¸�»¼¸�»Ä¹�Å�º¤¹�¾

0 6 k < n
À

∣∣∣∣1 − J (n)(x)

J (n)(y)

∣∣∣∣ 6 Cβs(Unx,Uny).
ê��,�%ë

�üº¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å
g : ∆ → R

»Ä²�ÒÄ× Ô�Ð�ÒqÒhÓ����zÒ��(Ï���»¼ºG¸u°¢±I¾�±�±`ÝG»Ä²}¸
C > 0

½�Å¢Á
τ < 1

²¶³¢·U°R¸�°�½j¸ |g(x)−g(y)| 6 Cτ s(x,y)º¤¹�¾�½�¿Ä¿
x, y

»¼Å�¸u°¢±|²u½�Â�±|±I¿Ä±�Â�±�Å%¸�¹jº�¸u°¢±�Þ�½�¾¶¸�»¼¸�»Ä¹�Å8Ë!¯�°¢»Ä²�»Ä²�±�Ý�½�·I¸�¿¼È�¸u°¢±Ç¸dÈGÞ.±�¹�º�º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å¢²�¸u°�½j¸�½�¾�»¼²�±|º¤¾¶¹�Â
¸�°¢±�²}¸U½�Á�»Ä³¢Â ´�»Ä¿Ä¿¼»�½�¾¶Á8À	·Iº^Ë�ì�±IÂ�Â�½ �GË � Ë ��¹j¸u±Ú¸u°�½z¸

g
·�½�Å�Û�±�¾}Èüà�±I¿Ä¿�´.±�³�Å(´.¹�³¢Å�Á¢±�Á8Ë � »¼¸u°�¹�³�¸�¿Ä¹�²¶²£¹�º

Æ�±IÅ¢±�¾�½�¿Ä»�¸dÈ�À�à�±�·�½�Å­½�²¶²�³¢Â�±
τ > β

Ë
ì�±I¸

ω(x)
´.±R¸u°�±�°¢±I»ÄÆ�°%¸�¹�º�¸u°�±�Þ.¹�»ÄÅ%¸

x
À3»2Ëæ±jË¼À

ω(x) = n
»¼º
x ∈ ∆n

ËÇì�±`¸
π0 : ∆ → ∆0

´B±�¸u°¢±RÞ¢¾�¹<µ¶±�·I¸�»Ä¹�Å
¸�¹�¸�°¢±o´�½�²�»¼²�À;½�Å�Á�Á¢±`Ü�Å¢±R½,º¤³¢Å¢·I¸�»Ä¹�Å

G
¹�Å

∆
´%È

G(x) =
∑ω(x)−1

k=0 g(Ukπ0x)
Ë�ãdÅ@¸u°¢»¼²
²�±I¸¶¸u»¼Å¢Æ¢À�à�±RÆ�±I¸
¸u°¢±

º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ�Æ,±`Ý(¸u±IÅ¢²�»¼¹�Å­¹�º!¸�°¢±�¸u°¢±I¹�¾�±IÂ Þ¢¾�¹ Û�±�Áß´%È �|½�¾�¹�Å¢²�¹�Å�½�Å¢Á�	|±IÅ¢ô�±I¾�ý
���������	��
 I 
 � 
 � Ï`Ø

U : ∆ → ∆ � Ï�Ð(�üÏLK ;�Ð(�)��Ù��'& 
B×��'�'&ÚØ^×zÎ�Ï��RÎ	ÙqØ¤ÖáÏLK ;�×��3Ï���Ø2Ù0Ð�ÒqÒhÓB��:�Ð�ÒqÒ�Ø Ð�ÙqÒ  
Ð(�)�ÚÒÄÏ`Ø
g : ∆ → R � Ï�ÒÄ× Ô�Ð�ÒqÒhÓ ���zÒ��(Ï��­ÔU×���Ø0Ù����;×�� � *�� �!���':�Ï�Ø¤Ö�Ð�Ø|Ø¤Ö�Ï9��Ù#�`Ø ��Ù � �(Ø2Ùs×��í×>$

g
Ù#�*Ù��üØqÖ�Ï �3×��=�`ØsÐ(�)�%Ð(�L�

�(×�:�Ð�Ù�� ×>$­Ð�Ø2Ø��¶Ð(Ô`Ø2Ùs×��K×>$ N (0, 1)
 �Î	ÙqØqÖüØsÐ�ÙqÒ $ �'�3Ô`Ø2Ùs×��=�

l
Ð(�)�

L *�� �!����:�Ï9:�×��UÏU×JI�Ï���Ø¤Ö�Ð�Ø
l
Ð(�)�

L
Ð(�uÏ

�7�



�`ÒÄ×zÎ�ÒhÓ IzÐ(��ÓzÙ��'&� �Ð(�)�
l(x ln x)/l(x) → 1

 
L(x ln x)/L(x) → 1

ÎbÖ�Ï��
x→ ∞ * � Ù��.Ð�ÒqÒhÓ	 	Ð��!���':�Ï�ØqÖ�Ð�Ø	Ø¤Ö�Ï��uÏ

ÏLK�Ù#�`Ø���Ð �uÏ�Ð�Ò ����: � Ï�� a 6= −1/2
���;ÔUÖ­ØqÖ�Ð�Ø

∫
g(eitG − 1) = (a+ o(1))itL(1/|t|)) ÎbÖ�Ï��

t→ 0.
ê���øEë

�F��ÙqØdÏ
L1(x) = (2a+ 1)L(x)

 �Ð(�)�@ÔUÖ�× ×3� Ï�ÐB� Ï AC�;Ï��3ÔUÏ
Bn → ∞ ���;ÔUÖÚØ¤Ö�Ð�Ø n

B2
n
L1(Bn) → 1 * + Ö�Ï��

Sng − n
∫
g

Bn
→ N (0, 1).

¯�°¢±�½�Á¢Á¢»�¸u»Ä¹�Å�½�¿;½�²¶²�³¢Â�Þ�¸u»¼¹�Å�¹�Å
l
½�Å¢Á

L
»¼²�²�½j¸u»¼²¶Ü�±IÁ*»ÄÅ�Â�¹�²}¸�Å¢½j¸u³¢¾�½�¿;·�½�²¶±�²oêqº¤¹�¾�±`Ý�½�Â�Þ¢¿Ä±Çà
°¢±�Å

l = 1
½jÅ¢Á

L = ln
À¢à
°¢»Ä·U°@à
»Ä¿¼¿3´.±o¸�°¢±o·�½�²¶±�º¤¹�¾�¸u°¢±o²}¸U½�Á¢»¼³¢Â�´¢»¼¿Ä¿¼»�½�¾¶Á;ë`Ë

� °¢±IÅ
a = 0

ÀEà�±�Æ�±I¸�¸�°¢±|²�½�Â�±|½�²}È(Â�Þ�¸�¹�¸u»¼·�²�½�²�»¼Å �|½�¾�¹�Å�²�¹�ÅGî 	|±�Å�ô�±�¾ �æ²�¯�°�±�¹�¾¶±�Â­Ë�ÿ�¹ à�±`Û�±I¾�À�à
°¢±IÅ
a 6= 0

À
¸�°¢±�Å@¸u°¢±I¾�±�»Ä²
½�Å­½�Á�Á¢»¼¸�»Ä¹�Å�½j¿3±�
B±�·`¸ÇÁ¢³¢±�¸u¹£¸u°¢±oÞ¢¾¶±�²¶±�Å¢·I±R¹�º�¸u°�±o¸�¹ à�±I¾�Ë
¯�°¢±­Þ¢¾¶¹G¹�ºÇà
»Ä¿¼¿�º¤¹�¿¼¿Ä¹ àò¸u°¢±­²u½jÂ�±Ú¿¼»ÄÅ¢±I²£½�²£»ÄÅ ��½�¾¶¹�Å¢²¶¹�ÅGî�	�±�Å¢ôj±�¾�� ²�Þ�¾�¹(¹�º^ýÚ»¼¸£»¼²�ÞB¹�²¶²�»¼´¢¿Ä±*¸�¹Õ·I¹�Å¢²¶¸�¾�³¢·`¸*½
Æ�¹(¹(ÁÌ²�Þ¢½�·�±�¹�ÅÕà
°¢»¼·U°Ì¸u°�±�¸u¾�½�Å¢²}º¤±�¾�¹�ÞB±I¾u½j¸�¹�¾

Û
°�½j²,½�²¶ÞB±I·I¸�¾u½�¿�Æ%½�Þ8Ë@¯�°¢±�ÞB±I¾¶¸�³¢¾�´.±�ÁÍ¹�ÞB±I¾u½j¸�¹�¾

Ût
½j¿Ä²�¹

°�½j²
½£²¶ÞB±I·I¸�¾u½�¿8Æ�½�Þ8À�à
°¢»¼·U°@Æ�»¼Û�±�²
½�Å@±�»¼Æ�±�Å%Ûj½�¿¼³¢±
λt

½jÅ¢Á­½�Å@±�»ÄÆ�±�Å�º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å
wt

Ë	¯�°¢±oÂ�½�»ÄÅ�Þ¢¾�¹�´�¿Ä±�Â »Ä²�¸u°�½j¸
∥∥Ût − Û

∥∥ ·�½�Å@Å¢¹�¸
´.±
O(t)

»ÄÅÚÆ�±�Å¢±I¾u½�¿2ý	»¼¸�»¼²�±�½�²}È*¸u¹£·I¹�Å¢²¶¸�¾�³¢·`¸
±`Ý�½�Â�Þ¢¿Ä±I²�à
°¢±�¾¶±
t = o

(∥∥(Ût − Û)1
∥∥

L2

) À
à
°¢±IÅ¢·�±

t = o
(∥∥Ût − Û

∥∥
) ½�²�²�¹(¹�Å�½�²�¸u°�±�Æ�¹G¹(Á@²�Þ�½�·I±o»Ä²�·�¹�ÅE¸u½�»ÄÅ�±�Á­»ÄÅ

L2 ½�Å�Á�·I¹�Å%¸U½�»¼Å¢²�¸u°¢±�º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å
1
Ë

�Ç²�»ÄÅ�Æ�½�´�²¶¸u¾�½�·I¸�½�¾¶Æ�³¢Â�±�Å%¸u²�´%È���±�¿Ä¿¼±�¾�½�Å�Á�ì�»¼Û�±�¾�½�Å¢»sÀ�à�±|·�½�Å�Å¢±IÛ�±�¾¶¸�°¢±�¿¼±�²¶²�Þ¢¾�¹ Û�±Ç¸�°�½j¸ |λt −1| = O(|t|1/10)½�Å�Á ‖wt − 1‖L1 = O(|t|1/10)
Ë­¯�°�±�²�±�»ÄÅ�º¤¹�¾¶Â�½z¸u»Ä¹�ÅÕ½j¾�±ßê0±�²¶²�±IÅE¸�»�½�¿¼¿¼È�ë�²�³�þ�·�»¼±�Å%¸,¸�¹�½�Þ¢Þ�¿¼È ��½j¾�¹�Å¢²¶¹�ÅÉ½�Å�Á

	|±IÅ¢ô�±I¾�� ²­½�¾�Æ�³�Â�±IÅE¸*½�Å¢ÁðÆ�±`¸
λt = 1 + it

∫
gwt − t2

2

∫
1|g|61/|t|g

2wt + o(t2L(1/|t|)) ½�²�»ÄÅ ê��a�<ëUË ¯�°¢±
Â�½�»ÄÅ­Á¢»�þ�·I³¢¿¼¸dÈ*»Ä²
¸u°¢±IÅ�¸u¹�Â�½jô�±o¸u°¢±�º¤³¢Å¢·I¸�»Ä¹�Å

wt

Á�»Ä²u½jÞ¢ÞB±�½�¾Ç»ÄÅ@¸u°¢»¼²�±�Ý�Þ�¾�±�²¶²�»¼¹�Å8À;¸u¹�Æ�±I¸�²�¹�Â�±I¸�°¢»ÄÅ¢Æ�Â�¹�¾�±
¸�¾u½�·`¸U½�´¢¿¼±�Ë �Ì±­à
»Ä¿Ä¿
Å�½jÂ�±I¿¼Èü²�°�¹<à�¸u°¢½j¸ ∫

1|g|61/|t|g
2wt ∼ L(1/|t|) ½�Å¢Á ∫

gwt ∼
∫
geitG À�à
°�»Ä·U°íà
»Ä¿¼¿

·I¹�Å¢·�¿¼³¢Á¢±�¸u°�±�Þ�¾�¹(¹�º^Ë
¯�¹£Á¢¹�¸�°¢»Ä²IÀGà�±RÅ�±�±�Á@¸u¹£ôEÅ¢¹ à ¸�°�½j¸

wt − 1 = O(t)
»ÄÅ@²¶¹�Â�±�²¶±�Å¢²¶±�Ë�¯!¹£Þ¢¾¶¹ Û�±o²�³¢·U°ß½�Å@±�²}¸u»ÄÂ�½j¸�±�ÀGà�±o³¢²�±R½

¾¶¹�³¢Å¢Á�½j´B¹�³G¸�¸u±I·U°¢Å¢»¼·�½�¿B½�¾�Æ�³¢Â�±IÅ%¸�¾¶±�¿¼È(»¼Å¢ÆR¹�Å�¸u°�±�º0½�·`¸�¸u°¢½j¸�¸�°¢±|»¼Å¢Á¢³¢·I±�Á*Â�½�Þ�¹�Å�¸�°¢±|´�½j²�»Ä²�¹�º8¸�°¢±�¸�¹ à�±I¾�»Ä²
³¢Å�»¼º¤¹�¾¶Â�¿�È�±`ÝGÞ�½�Å�Á¢»ÄÅ¢Æ�ÀG¸u¹�Þ¢¾�¹ Û�±�¸�°�½j¸ ‖1∆0(wt − 1)‖∞ = O(t)

À�½�Å�Á�¸u°¢±IÅ*à�±�Þ�¾�¹�Þ�½jÆ%½j¸u±Ç¸u°¢»¼²�»¼Å�º¤¹�¾�Â�½j¸�»Ä¹�Å
³¢Þ�»ÄÅÍ¸�°¢±Ú¸u¹ à�±�¾�À�³¢²¶»ÄÅ¢Æ�¸u°�±­»¼Å�º¤¹�¾¶Â�½j¸�»Ä¹�ÅÊà�±�°�½�Û�±�½j¿Ä¾�±�½�Á�ÈÌÞ¢¾�¹ Û�±IÁ�¹�Å

λt
ËÍ¯�°¢»¼²�Þ¢¾�¹�Þ�½�Æ%½j¸�»Ä¹�ÅÉ¾¶±_
E³¢»¼¾�±�²

¸�°¢±Úå�»¼¾�ôE°¢¹�
�²�³¢Â�²,¹�º
g

¸�¹�´B±�²�Â�½�¿Ä¿�±IÅ¢¹�³¢Æ�°3Ë�¯!¹�±IÅ¢²�³�¾�±*¸u°�»Ä²R¹�Åü½ß²�±`¸�¹�º
¿Ä½�¾�Æ�±�Â�±�½�²¶³¢¾�±jÀ�à�±*³�²�±*¸u°�±
»¼Å�º¤¹�¾�Â�½j¸�»Ä¹�ÅÚ¹�Å­¸u°¢±o¸U½j»Ä¿Ä²�¹jº

g
Ë�¯�°¢»¼²�»¼²
¸�°¢±�¹�Å¢¿¼ÈÚÞ.¹�»¼ÅE¸
à
°�±�¾�±�¸u°¢±R½�Á¢Á�»¼¸u»¼¹�Å�½�¿3»ÄÅ�º¤¹�¾¶Â�½z¸u»Ä¹�ÅÚ¹�Å

l
½�Å�Á

L
»Ä²

³¢²¶±�Á8Ë

� �
� � ���H�,.9�5. � 0#���7� � � � ���
�Õ±�à
»Ä¿¼¿8Ü�¾�²}¸�Þ¢¾¶¹<Û�±,¯�°¢±I¹�¾�±IÂ ��Ë øÚ½�²¶²�³¢Â�»ÄÅ�Æ�¸u°¢½j¸ ∫

g = 0
Ë�ãdÅ �b½�¾�½�Æ�¾�½�Þ¢° ��Ë���Ë � À;à�±�à
»¼¿Ä¿�²�°�¹<à ¸�°�½j¸�¸u°¢»¼²

»¼Â�Þ¢¿¼»Ä±I²�¸u°¢±o¸u°¢±I¹�¾�±IÂÃ»ÄÅ�º¤³�¿Ä¿�Æ�±IÅ¢±�¾�½�¿Ä»�¸dÈ�Ë�ÿÇ±�Å¢·I±�À"�'��Ø0ÙqÒ!ØqÖ�Ï£Ï��)�ß×>$�G�Ð(�¶Ð3&(�¶Ð�;�Ö�� * � *
	  �Î�ÏRÎ	ÙqÒqÒ�Ð��!���':�ÏRØ¤Ö�Ð�Ø
∫
g = 0

Ë

I7
6I7
 � - �?F
@ C3����
 CEA��?F ���HC	� �����
F�
 CEA��?F 0�.S@ > 0�
 ��@,0 F�� C3��� C3�	0 F @�� ��� � > �'�	0�C �)�J@
�G»¼Å¢·�±Ú¸�°¢±­¸u½�»Ä¿¼²,¹�º�¸u°¢±Ú¸u¹ à�±�¾�½�¾�±@±�Ý�Þ.¹�Å¢±IÅ%¸u»�½j¿Ä¿¼ÈÌ²�Â�½�¿Ä¿�´EÈ�½j²�²�³�Â�Þ�¸�»Ä¹�Å3À�¸�°¢±�¾¶±­±�ÝG»Ä²¶¸�²

ρ < 1
²�³�·U°�¸u°¢½j¸

µ∆(∆n) 6 Cρn Ë 	|±�Å¢¹j¸u±|¸�°¢±|¾¶±I¸u³�¾�Å*¸u»¼Â�±�¸�¹�¸u°¢±|´�½�²�»¼²�º¤¾¶¹�Â »¼¸�²�±�¿�º�´%È
ϕ
Ë	¯b½�ôj±

ε > 0
²¶³¢·U°Ú¸u°�½z¸

e6ερ < 1
Ë

�,�




�¹�¾
u : ∆ → C

À¢à
¾¶»¼¸u±

‖u‖m = inf{C | ∀n ∈ N,
º¤¹�¾
½�¿¼Â�¹�²}¸�±`Û�±�¾}È

x ∈ ∆n, |u(x)| 6 Ceεn}
½�Å�Á

‖u‖l = inf{C | º¤¹�¾
½�¿ÄÂ�¹�²}¸�±IÛ�±�¾¶È
x, y

»ÄÅÚ¸u°�±�²�½�Â�±�±�¿Ä±IÂ�±IÅ%¸
¹�º!¸�°¢±oÞ�½�¾}¸u»¼¸�»Ä¹�Å@½z¸
°¢±�»¼Æ�°%¸
n,

|u(x) − u(y)| 6 Ceεnτ s(x,y)}.
	|±IÅ¢¹�¸�±,´%È H ¸u°¢±R²�Þ�½�·I±�¹�º�Â�±�½�²�³¢¾�½�´¢¿¼±�º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å¢²

u
¹�Å

∆
º¤¹�¾�à
°¢»¼·U° ‖u‖ := ‖u‖m + ‖u‖l < +∞ Ë�ã ¸�»Ä²

½�å�½�Å�½j·U°�²¶Þ�½�·�±o»¼Å¢·�¿¼³¢Á¢±�Á@»¼Å
L1 ê2½�Å�Á�±`Û�±�Å�»ÄÅ

L6 ´.±�·�½�³¢²¶±R¹�º�¸u°�±�·�¹�Å¢Á�»¼¸u»¼¹�Å
e6ερ < 1

ë`Ë	¯�°¢»¼²
»ÄÅ¢·I¿Ä³¢²¶»Ä¹�ÅÚ»¼²
·I¹�Â�Þ¢½�·I¸�Ë
¯�°¢±oº¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ¢Æ�Þ¢¾�¹�Þ.¹�²¶»¼¸u»¼¹�Å*»¼²�²�»ÄÂ�»Ä¿Ä½�¾�¸u¹�½£¾¶±�²¶³¢¿¼¸
¹�º���¹�³¢Å�Æ¢ý
= �	�?> �?@BADCEA%�?F I7
�� 
 + Ö�Ï��uÏ,ÏLK�Ù#�`Ø

C > 0
Ð(�)�

θ < 1
����ÔUÖ­ØqÖ�Ð�Ø% �$�×��RÐ(��Ó

u ∈ H  �$�×���Ð(��Ó
n ∈ N

 
∥∥Ûnu

∥∥ 6 Cθn ‖u‖ + C ‖u‖L1 .

�Ç¹�¸u±�¸�°�½j¸|¹�³¢¾|Á�±IÜ�Å¢»�¸u»¼¹�Åß¹�º�²¶±�Þ�½j¾u½j¸�»Ä¹�Å­¸u»ÄÂ�±�»Ä²|Å�¹�¸|¸�°¢±,²u½jÂ�±�½�²|»¼ÅÉä ��¹�³�è��jé2À8½�Å�Áß¸u°�½z¸&��¹�³¢Å�Æ*³¢²�±I²�¸u°¢±
º0½�·`¸�¸u°�½z¸�¸u°¢±�¾¶±I¸u³�¾�Å@¸u¹�¸u°¢±�´¢½�²�»¼²�¹�Å¢¿¼È�¹G·I·�³¢¾
½zºq¸u±�¾
½,¿Ä½�¾�Æ�±|¸u»¼Â�±

N
Ë�¯�°¢»Ä²�Æ�»¼Û�±I²�°¢±�¾Ç½�²¶¸�¾�¹�Å�Æ�±�ÝGÞ�½�Å¢²¶»Ä¹�Å8À

²¶³�þ�·�»Ä±IÅ%¸�¸u¹ÊÆ�±`¸�¾¶»ÄÁü¹�º|·�¹�Å¢²}¸U½�Å%¸�²�±�½�²�»¼¿¼È�Ëü¯�°¢»¼²�»¼²�Å¢¹�¸£¸u¾¶³¢±­»ÄÅü¹�³¢¾£²�±`¸�¸�»ÄÅ¢Æ¢Ë�ÿ�±IÅ¢·�±jÀ�¸u°�±�Þ¢¾¶¹G¹jº|¹�º�¸u°¢±
Þ¢¾¶¹�Þ.¹�²�»�¸u»Ä¹�Å*à
»Ä¿Ä¿B´B±oÂ�¹�¾�±�»¼Å%Û�¹�¿�Û�±�Á@¸u°¢½�Å ��¹�³¢Å¢Æ � ²�Ë
GH�u× ×>$ * ¯!½�ô�±

x ∈ ∆0
Ë�¯�°¢±�Å

Ûnu(x) =
∑
J (n)(xp)u(xp)

À;à
°�±�¾�± {xp} = U−n(x)
Ë�ì�±`¸

Ap
·�¹�Å%¸u½�»ÄÅ¢»¼Å¢Æ

xp´.±�²¶³¢·U°Ì¸u°¢½j¸
Un : Ap → ∆0

»Ä²R½�ÅÌ»¼²�¹�Â�¹�¾¶Þ¢°¢»Ä²¶Â�Ë�¯�°¢±�Å
J (n)(xp) 6 Cµ∆(Ap)

²¶»ÄÅ¢·I±�¸u°�±�Á¢»¼²¶¸�¹�¾¶¸�»Ä¹�Åá»Ä²
´.¹�³¢Å¢Á�±�Á8ÀG´EÈ�ê��,��ë`Ë	ì�±I¸

ωp

´B±Ç¸u°¢±�°¢±�»¼Æ�°%¸�¹jº�¸u°¢±�²�±I¸
Ap

½jÅ¢Á
rp

¸�°¢±�ÅE³¢Â,´.±�¾�¹�º�¾¶±I¸u³�¾�Å¢²�¹�º
Ap

¸�¹R¸�°¢±|´�½j²�»Ä²
´.±Iº¤¹�¾¶±�¸u»ÄÂ�±

n
Ë


�¹�¾
y ∈ Ap

À
s(xp, y) > rp

ÀGà
°¢±�Å¢·I±

|u(xp) − u(y)| 6 τ rpeεωp ‖u‖l .

ÿÇ±�Å¢·I±�À
|u(xp)| 6 τ rpeεωp ‖u‖l +

1

µ∆(Ap)

∫

Ap

|u|. ê�� � ë
�Õ±oÆ�±I¸

|Ûnu(x)| 6 C
∑

µ∆(Ap)τ
rpeεωp ‖u‖l + C

∫
|u|. ê�� �%ë

ì�±I¸
ω : ∆ → N

´.±,¸u°�±,º¤³¢Å¢·I¸�»Ä¹�Å %d°¢±�»¼Æ�°%¸�'uÀ�½�Å¢ÁÊ¿Ä±`¸
Ψn(x)

´B±,¸�°¢±�ÅE³¢Â,´.±�¾�¹�º�¾¶±I¸u³�¾�Å¢²o¹�º
x

¸�¹*¸u°¢±�´¢½�²�»¼²
´.±I¸dà�±�±IÅß¸u»¼Â�±

1
½jÅ¢Á

n
Ë�¯�°¢±�ÅÌê�� ��ë�»ÄÂ�Þ¢¿Ä»¼±�²�¸�°�½j¸

|Ûnu(x)| 6 C ‖u‖l

∫

U−n∆0

τΨneεω + C ‖u‖L1 .
ê��<ç�ë

�Õ±�à
»Ä¿Ä¿B³¢²�±o¸u°�±oº¤¹�¿Ä¿Ä¹ à
»¼Å¢Æ�¸u±I·U°¢Å¢»¼·�½�¿�¿¼±�Â�Â�½�ÀEà
°¢»¼·U°­à
»¼¿Ä¿3´.±oÞ¢¾�¹ Û�±�Áß»¼ÅÚ¸u°¢±�½�Þ¢Þ.±�Å�Á¢»�ÝBË
� �'
 
 0 I7
��7
 + Ö�Ï��UÏ�ÏLK�Ù#�`Ø

C > 0
Ð(�)�

θ < 1
����ÔUÖ­Ø¤Ö�Ð�Ø� �$�×���Ð(��Ó

n ∈ N
 

∫

U−n∆0

τΨneεω
6 Cθn.

ê�� �%ë

��ø



ãdÅ¢·I¾�±�½�²�»¼Å¢Æ
θ
»�º!Å�±�·�±I²�²�½�¾¶È�À.à�±R·�½�Å­½�²�²¶³¢Â�±o¸�°�½j¸

e−ε 6 θ
Ë

¯�°¢»¼²
¿Ä±�Â�Â�½�À(¸�¹�Æ�±`¸u°¢±I¾
à
»�¸u°Õê�� ç�ë`À¢»¼Â�Þ�¿Ä»Ä±I²�¸�°�½j¸�À¢º¤¹�¾
½�Å%È
x ∈ ∆0

À

|Ûnu(x)| 6 Cθn ‖u‖l + C ‖u‖L1 .
ê�� è%ë

ù�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾ÇÅ¢¹ à
x ∈ ∆

²�³¢·U°ß¸�°�½j¸
ω(x) = k < n

Ë�ì�±I¸
x′

´.±R»�¸u²
Þ¢¾�¹<µ¶±�·I¸�»Ä¹�Å­»ÄÅ@¸u°�±R´�½j²�»Ä²IË�¯�°¢±IÅ
Ûnu(x) =

Ûn−ku(x′)
À�à
°¢±�Å�·�±

e−εk|Ûnu(x)| = e−εk|Ûn−ku(x′)| 6 e−εkCθn−k ‖u‖l + Ce−εk ‖u‖L1 6 Cθn ‖u‖l + C ‖u‖L1 .
ê���÷%ë

��²�²�³�Â�±oÜ�Å�½�¿¼¿¼È�¸u°�½z¸
ω(x) = k > n

Ë�ì�±`¸
x′ = U−n(x)

Ë�¯�°¢±IÅ

e−εk|Ûnu(x)| = e−εne−ε(k−n)|u(x′)| 6 e−εn ‖u‖m .
ê��K�<ë

¯�°¢±I²�±R±_
E³�½j¸�»Ä¹�Å¢²�Þ�¾�¹ Û�±o¸u°�½z¸
∥∥Ûnu

∥∥
m

6 Cθn ‖u‖ + C ‖u‖L1 .

�Õ±R²}¸u»¼¿Ä¿�°�½�Û�±o¸u¹�°�½�Å¢Á�¿Ä±�¸u°¢±Rÿ���¿ÄÁ¢±I¾ÇÅ�¹�¾�Â­Ë�ù�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾
¸dà�¹�ÞB¹�»¼Å%¸u²
x, y

»¼Å­¸�°¢±R²�½�Â�±�±I¿Ä±IÂ�±IÅE¸Ç¹�ºbÞ�½�¾}¸u»¼¸�»Ä¹�Å
¹�º�¸u°�±�´¢½�²�»¼²

∆0

Ë�ì�±I¸
xp

½�Å¢Á
yp

´B±�¸�°¢±�»¼¾�Þ¢¾�±I»ÄÂ�½�Æ�±I²�À¢»¼Å­²¶±I¸�²
Ap

½�²Ç½�´.¹ Û�±jË�¯�°�±�Å

|Ûnu(x) − Ûnu(y)| 6
∑

|J (n)(xp)u(xp) − J (n)(yp)u(yp)|

6
∑

|J (n)(xp)||u(xp) − u(yp)| +
∑

|J (n)(xp)|
∣∣∣∣1 − J (n)(yp)

J (n)(xp)

∣∣∣∣ |u(yp)|.

ãdÅ@¸u°¢±�Ü�¾¶²¶¸Ç²�³�Â�À |J (n)(xp)| 6 Cµ∆(Ap)
½jÅ¢Á |u(xp) − u(yp)| 6 τ s(x,y)+rpeεωp ‖u‖l

Ë�ÿ�±�Å�·�±�À

∑
|J (n)(xp)||u(xp) − u(yp)| 6 Cτ s(x,y) ‖u‖l

∫

U−n∆0

τΨneεω
6 Cθnτ s(x,y) ‖u‖l

´%È­ì�±�Â�Â�½ �GË ��Ë
ãdÅ�¸�°¢±�²�±I·�¹�Å¢ÁÊ²¶³¢Â�À |J (n)(xp)| 6 Cµ∆(Ap)

½�Å�Á ∣∣∣1 − J(n)(yp)

J(n)(xp)

∣∣∣ 6 Cτ s(x,y) ´%È�ê��,�%ë�Ë�õ�¹�¾�±I¹ Û�±�¾IÀ |u(yp)|
»Ä²

´.¹�³¢Å¢Á�±�Áß´%ÈÕê�� � ë`Ë �Ç²�»¼Å¢Æ�¸u°¢±I²�±�»ÄÅ¢±�
(³¢½�¿Ä»�¸u»Ä±I²�À(à�±oÆ�±`¸

∑
|J (n)(xp)|

∣∣∣∣1 − J (n)(yp)

J (n)(xp)

∣∣∣∣ |u(yp)| 6
∑

Cµ∆(Ap)τ
s(x,y)

[
τ rpeεωp ‖u‖l +

1

µ∆(Ap)

∫

Ap

|u|
]

6 Cτ s(x,y) ‖u‖l

∫

U−n∆0

τΨneεω + Cτ s(x,y)

∫
|u|

6 Cθnτ s(x,y) ‖u‖l + Cτ s(x,y) ‖u‖L1

´%È­ì�±�Â�Â�½ �GË ��Ë
¯�¹�²¶³¢Â�³¢Þ3À¢à�±�°�½�Û�±�Þ¢¾�¹ Û�±�Á�¸�°�½j¸�À�à
°¢±�Å

x
½�Å�Á

y
´B±I¿Ä¹�Å�Æ£¸�¹�¸u°¢±o²u½jÂ�±�Þ�½j¾¶¸u»�¸u»¼¹�Å*±�¿¼±�Â�±�Å%¸Ç¹�º�¸u°¢±o´�½�²¶»Ä²IÀ

|Ûnu(x) − Ûnu(y)|
τ s(x,y)

6 Cθn ‖u‖l + C ‖u‖L1 .

� �



ì�±I¸|Å¢¹ à
x

½�Å¢Á
y
´B±I¿Ä¹�Å¢Æ£¸u¹�¸u°¢±R²u½�Â�±�±�¿Ä±IÂ�±IÅ%¸|¹�ºb¸u°¢±RÞ�½�¾¶¸�»¼¸�»Ä¹�Å8À¢à
»�¸u°

k = ω(x) < n
Ë�ì�±`¸

x′
½�Å¢Á

y′
´B±

¸�°¢±�»¼¾�Þ¢¾�¹zµ¶±I·I¸�»Ä¹�Å­»ÄÅ*¸�°¢±o´�½�²�»¼²�Ë�¯�°¢±IÅ

e−εk |Ûnu(x) − Ûnu(y)|
τ s(x,y)

= e−εk |Ûn−ku(x′) − Ûn−ku(y′)|
τ s(x′,y′)

6 e−εk
[
Cθn−k ‖u‖l + C ‖u‖L1

]

6 Cθn ‖u‖l + C ‖u‖L1 .

��²�²�³�Â�±oÜ�Å�½�¿¼¿¼È�¸u°�½z¸
k > n

Ë�ì�±`¸
x′ = U−nx

½�Å�Á
y′ = U−ny

Ë�¯�°¢±IÅ

e−εk |Ûnu(x) − Ûnu(y)|
τ s(x,y)

= e−εne−ε(k−n) |u(x′) − u(y′)|
τ s(x′,y′)

6 θn ‖u‖l .

�G³�Â�Â�»ÄÅ¢Æ�³¢Þ*¸u°¢±I²�±o±_
E³�½z¸u»Ä¹�Å¢²�À�à�±�Æ�±`¸ ∥∥Ûnu
∥∥

l
6 Cθn ‖u‖l +C ‖u‖L1

Ë	¯�°¢»Ä²�·�¹�Å¢·I¿Ä³¢Á�±�²�¸u°¢±|Þ¢¾�¹(¹�º�¹�º�¸u°¢±
Þ¢¾¶¹�Þ.¹�²�»�¸u»Ä¹�Å8Ë
ì�±I¸

g
´.±�¸u°¢±�¿Ä¹(·�½j¿Ä¿¼È�ÿ���¿ÄÁ¢±I¾�º¤³¢Å¢·I¸�»Ä¹�Å@º¤¹�¾�à
°¢»¼·U°�à�±�à�½�Å%¸Ç¸u¹�Þ¢¾�¹ Û�±�½£¿Ä»¼Â�»�¸�¸u°�±�¹�¾¶±�Â­Ë�ã ¸Ç»Ä²
Þ.¹�²�²¶»Ä´¢¿¼±�¸u°�½z¸

g 6∈ H À�²�»¼Å¢·�± ‖g‖m

»¼²�Å¢¹�¸
Å¢±I·�±�²¶²u½�¾¶»Ä¿�È*Ü�Å¢»�¸u±�Ë
	|±`Ü�Å¢±R½�Þ.±�¾}¸u³¢¾¶´B±IÁ­¸�¾u½�Å�²¶º¤±�¾
¹�Þ.±�¾�½j¸u¹�¾�À���¿�½ ��½�Æ%½�±`Û.À�´EÈ

Ût(u) = Û(eitgu)
Ë

= �	�?> �?@BADCEA%�?F I7
��/
 + Ö�Ï��uÏ�ÏLK�Ù#�`Ø�ÔU×��=�`Ø Ð(��Ø��
C > 0

Ð(�)�
θ < 1

����ÔUÖ£Ø¤Ö�Ð�Ø� '$�×���Ð�ÒqÒ
t ∈ [−1, 1]

 �$�×���Ð�ÒqÒ
u ∈ H  

$�×��RÐ�ÒqÒ
n ∈ N

 
∥∥Ûn

t u
∥∥ 6 Cθn ‖u‖ + C ‖u‖L1 .

¯�°¢»¼²
Þ¢¾�¹�Þ.¹�²¶»¼¸u»¼¹�ÅÚ·�¹�ÅE¸u½�»ÄÅ�²���¾¶¹�Þ.¹�²�»�¸u»Ä¹�Å ��Ë � ½�²Ç½�²�Þ.±�·I»�½�¿3·�½�²¶±�À�º¤¹�¾
t = 0

Ë
GH�u× ×>$ * ì�±I¸

x ∈ ∆
Ë£¯�°¢±IÅ

Ûn
t u(x) =

∑
Uny=x e

itSng(y)J (n)(y)u(y)
À3à
°¢±IÅ¢·�± |Ûn

t u(x)| 6 Ûn|u|(x) Ë�¯�°¢±
´.¹�³¢Å¢Á­¹�Å ∥∥Ûn|u|

∥∥
m

¸u°E³¢²
»¼Â�Þ¢¿¼»Ä±I²�¸u°�±�¾¶±_
E³¢»¼¾�±�Á­´.¹�³¢Å¢Á­¹�Å ∥∥Ûn
t u
∥∥

m

Ë

�¹�¾�¸�°¢±@ÿ���¿ÄÁ¢±I¾�Å¢¹�¾¶Â�À�¸u½�ô�±

x
½�Å¢Á

y
¸dà�¹�ÞB¹�»¼Å%¸u²,»¼ÅÍ¸u°¢±Ú²�½�Â�±�±�¿Ä±IÂ�±IÅ%¸�¹�ºÇÞ�½�¾}¸u»¼¸�»Ä¹�Å3Ë�¯�°¢±�Å3À�à
»�¸u°Í¸u°�±

Å¢¹j¸U½j¸�»Ä¹�Å¢²�¹jº!¸�°¢±oÞ¢¾�¹(¹�º!¹�º �	¾¶¹�ÞB¹�²�»¼¸�»Ä¹�Å ��Ë � À
∣∣∣Ûn

t u(x) − Ûn
t u(y)

∣∣∣ =
∣∣∣
∑

eitSng(xp)J (n)(xp)u(xp) − eitSng(yp)J (n)(yp)u(yp)
∣∣∣

6
∑

|J (n)(xp)u(xp) − J (n)(yp)u(yp)| +
∑

|eitSng(xp) − eitSng(yp)|J (n)(xp)|u(xp)|.
¯�°¢±�Ü�¾¶²¶¸@²¶³¢Â °�½j²@½�¿Ä¾¶±�½�Á�È�´.±�±�ÅK±�²}¸u»¼Â�½j¸�±�Áð»¼Å ¸u°¢±ÊÞ¢¾¶¹G¹jºo¹�º ��¾¶¹�Þ.¹�²�»�¸u»Ä¹�Å���Ë � Ë 
�¹�¾�¸u°¢±�²¶±�·�¹�Å¢Á>¹�Å¢±�À
|eitSng(xp) − eitSng(yp)| 6 nCτ s(x,y) Ë�ÿÇ±�Å¢·I±�À �	¾�¹�Þ.¹�²�»�¸u»¼¹�Å ��Ë � »¼Â�Þ�¿Ä»Ä±I²�¸�°�½j¸

∥∥Ûn
t u
∥∥ 6 C(n+ 1)θn ‖u‖ + C(n+ 1) ‖u‖L1 .

ù�°¢¹(¹�²¶±
N > 0

²�³�·U°á¸�°�½j¸
θ̄ := C(N + 1)θN < 1

Ë�ã ¸u±I¾u½j¸�»ÄÅ¢Æ�¸u°¢±£±_
E³�½z¸u»Ä¹�Å ∥∥ÛN
t u
∥∥ 6 θ̄ ‖u‖ + C ‖u‖L1ê0½�Å¢Á­³¢²�»¼Å¢Æ�¸u°¢±�º0½�·`¸�¸u°�½j¸ ∥∥ÛN

t u
∥∥

L1 6 ‖u‖L1

ë`À¢à�±oÆ�±I¸

∥∥ÛnN
t u

∥∥ 6 θ̄n ‖u‖ +
C

1 − θ̄
‖u‖L1 .

¯�°¢»¼²
»ÄÂ�Þ¢¿Ä»¼±�²�¸�°¢±o·�¹�Å�·�¿Ä³�²�»Ä¹�Å­¹jº!¸�°¢±oÞ¢¾�¹�Þ.¹�²¶»¼¸u»¼¹�Å8À(º¤¹�¾�¸u°¢±o·I¹�Å¢²¶¸u½�Å%¸
θ̄1/N < 1

Ë
� �'
 
 0 I7
��7
 �*Ö�Ï��

t→ 0
 ‖Ût − Û‖H→L3 = O(|t|1/6) *

� �



GH�u× ×>$ * 
�¹�¾
u ∈ H À

(Ût − Û)u = Û((eitg − 1)u)
Ë	¯�°¢±�¸u¾u½jÅ¢²¶º¤±I¾Ç¹�ÞB±I¾u½j¸�¹�¾

Û
»Ä²Ç½�·�¹�Å%¸u¾�½�·I¸�»Ä¹�Å@»¼Å­±`Û�±I¾¶È

Lp²¶Þ�½�·�±jÀ.½�Å¢Á­»ÄÅÚÞ�½�¾}¸u»¼·�³¢¿Ä½�¾�»ÄÅ
L3 Ë�ÿ�±IÅ¢·�±jÀ

∥∥(Ût − Û)u
∥∥

L3 6
∥∥(eitg − 1)u

∥∥
L3 6

∥∥eitg − 1
∥∥

L6 ‖u‖L6 .

�Ç¹�¸u±�¸�°�½j¸ ‖u‖L6 6 C ‖u‖ Ë�ÿÇ±�Å¢·I±�À ‖Ût−Û‖H→L3 = O(‖eitg − 1‖L6)
Ë!¯!¹�±I²¶¸�»ÄÂ�½j¸u±�¸u°¢»¼²�
E³�½�Å%¸u»�¸dÈ�À�·U°¢¹(¹�²¶±

C > 0
²¶³¢·U°Õ¸�°�½j¸�À8º¤¹�¾�½�¿¼¿

x ∈ R
À |eix − 1| 6 C|x|1/6 Ë�¯�°¢±�Å ∫ |eitg − 1|6 6 C

∫
|tg| = O(|t|) Ë,ÿ�±IÅ¢·�±jÀ

‖eitg − 1‖L6 = O(|t|1/6)
Ë

I7
6I7
#5 � ��� F ADCEA%�?F � �
λt �

�"�J@ C,��@ CEA�
 0�C3��@
å�È �	¾¶¹�ÞB¹�²�»¼¸�»Ä¹�Å ��Ë � ½jÅ¢Á ÿÇ±�Å¢Å�»Ä¹�Å�� ²�¯�°¢±�¹�¾¶±�Â ä ÿ�±�Å¢èa�jé2À�¸u°¢±­¹�Þ.±�¾�½j¸u¹�¾

Û : H → H »Ä² 
E³�½�²�»¼·�¹�Â�Þ�½�·`¸�ý
¹�³G¸u²�»¼Á¢±�¹jº�¸u°¢±RÁ¢»Ä²¶ô {|z| 6 θ} À.»¼¸�²�²¶ÞB±I·I¸�¾�³¢Â�»Ä²Ç·�¹�Â�Þ.¹�²�±IÁ�¹�º	Á�»Ä²�·I¾�±`¸u±�±I»ÄÆ�±IÅ%Û�½j¿Ä³¢±I²|¹�º�Ü¢Å¢»¼¸�±RÂ,³�¿¼¸u»¼Þ¢¿Ä»¼·�»�¸dÈ�Ë
ãdÅÉÞ�½j¾¶¸u»¼·�³¢¿Ä½�¾�À�´%Èá±�¾�Æ�¹GÁ¢»¼·�»�¸dÈ�À

1
»Ä²R½ß²�»¼Â�Þ�¿Ä±£»Ä²¶¹�¿�½j¸�±�ÁÕ±�»ÄÆ�±�Å%Ûj½�¿Ä³¢±�¹�º

Û
Àbà
»¼¸�°ÌÂ,³�¿¼¸u»¼Þ¢¿Ä»¼·�»�¸dÈ�¹�Å¢±�ê2½�Å�ÁÌ¸u°¢±

·I¹�¾�¾¶±�²�Þ.¹�Å¢Á�»ÄÅ¢Æ�±�»¼Æ�±�Å�º¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�ÅÚ»¼²�¸u°¢±o·�¹�Å¢²¶¸u½�Å%¸�º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å
1
ë�Ë

ì�±�Â�Â�½ ��Ë���»¼²��3×zØÇ½�·I¹�Å%¸u»¼Å(³�»¼¸dÈ­²¶¸u½j¸u±IÂ�±IÅE¸|»ÄÅ H Ë|ÿÇ¹<à�±IÛ�±�¾IÀ3¸u°¢±R¹�Þ.±�¾u½z¸u¹�¾¶²
Û

½�Å¢Á
Ût

²�½j¸u»¼²¶ºqÈ�½�³�Å¢»¼º¤¹�¾¶Â
ì�½�²¶¹�¸U½zî ��¹�¾�ôj±,»ÄÅ�±_
E³�½�¿¼»¼¸dÈ­´B±`¸dà�±I±�Å H ½jÅ¢Á

L3 À8´%È �	¾�¹�Þ.¹�²¶»¼¸u»¼¹�Å �GË�ç�ê0½�Å¢Á�¸u°�±,º0½�·I¸�¸�°�½j¸ ‖u‖L1 6 ‖u‖L3

ë`Ë
ÿÇ±�Å¢·I±�À;à�±�·�½�Å�½�Þ¢Þ�¿¼È*¸�°¢±�½j´¢²¶¸�¾u½�·`¸�¾¶±�²¶³¢¿¼¸�²�¹�º�ä ��ì�è�èGÀ.ù�¹�¾�¹�¿¼¿�½�¾}È �Ié�ê¤º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ¢Æ�»ÄÁ¢±�½�²
¹�º�ä å �oè��jéqë�Ë �Õ±oÆ�±I¸
¸�°¢±�º¤¹�¿Ä¿¼¹<à
»¼Å¢Æ¢ý

�¹�¾�²�Â�½�¿Ä¿b±�Å¢¹�³�Æ�°

t
À
Ût

°¢½�²�½­³¢Å¢»n
(³�±�±I»ÄÆ�±IÅEÛj½�¿¼³¢±
λt

·�¿Ä¹�²�±£¸u¹
1
À�½�Å�ÁÌ»¼¸�²�½j¸u»¼²¶Ü�±I² |λt − 1| = O(|t|1/10)

Ë
ì�±I¸

Pt

´.±�¸u°¢±o·�¹�¾�¾�±I²�Þ.¹�Å¢Á¢»¼Å¢Æ£²�Þ.±�·`¸u¾u½j¿�Þ�¾�¹zµ¶±I·I¸u»¼¹�Å8Ë	¯�°¢±IÅ ‖Pt‖H→H
»¼²�´B¹�³¢Å¢Á¢±IÁ­à
°¢±IÅ

t→ 0
Ë�õ­¹�¾�±I¹<Û�±�¾IÀ

‖Pt − P0‖H→L3 = O(|t|1/10)
Ë

� �'
 0=��� I 
��7
 ÿ�±�¾¶±�À
1/10

·I¹�³¢¿¼Á�´B±�¾¶±�Þ¢¿Ä½�·�±IÁ�´%È�½�Å%È,±�ÝGÞB¹�Å�±�Å%¸
< 1/6

À�´�³�¸�½�Å%È,Þ.¹�²¶»¼¸u»�Û�±�±`ÝGÞB¹�Å¢±�Å%¸	à�¹�³¢¿ÄÁ
´.±o²�³�þ�·�»¼±�Å%¸Çº¤¹�¾�¹�³¢¾�Þ¢³�¾�Þ.¹�²�±I²�Ë

ì�±I¸
w̄t := Pt1

À;½�Å¢ÁÚà
¾�»�¸u±
wt = w̄t

R

w̄t

Ë�¯�°¢±IÅ
wt

»Ä²�´.¹�³¢Å¢Á�±�Áß»¼Å H ½�Å�Á

‖wt − 1‖L3 = O(|t|1/10).
ê��a��ë

� �'
 
 0 I7
 ��� 
 ��Ö�Ï��
t→ 0

 

λt = 1 − t2

2

∫
1|g|61/|t|g

2wt + it

∫
gwt + o(t2L(1/|t|)). ê.����ë

GH�u× ×>$ * å�ÈÚÁ�±IÜ�Å¢»�¸u»¼¹�Å8À
Ût(wt) = λtwt

Ë	ãdÅE¸�±�Æ�¾�½j¸u»¼Å¢Æ¢À�à�±oÆ�±I¸

λt =

∫
eitgwt.

ê��jøEë

�Õ±�à�½�Å%¸Ç¸u¹�³¢²�±Rì�±�Â�Â�½ ��ËM�,¸u¹�±�²¶¸�»ÄÂ�½j¸u±�¸�°¢»Ä²
»¼ÅE¸�±�Æ�¾�½�¿sË�ÿÇ¹<à�±IÛ�±�¾IÀ.¸�°¢»Ä²
¿Ä±IÂ�Â�½�½�Þ¢Þ�¿Ä»Ä±I²�¹�Å¢¿�È*¸u¹�´B¹�³¢Å¢Á¢±IÁ
º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å¢²IË�ÿÇ±�Å¢·I±�À�à�±oà
»¼¿Ä¿B°�½�Û�±o¸u¹£Â�¹(Á¢»�ºqÈ

wt

Ë
¯!½�ô�±

x ∈ ∆
à
»¼¸u°

ω(x) > 0
À,½jÅ¢Á7¿Ä±`¸

x′ = U−1(x)
Ë�¯�°¢±É±�
E³�½j¸u»¼¹�Å

Ûtwt = λtwt

»¼Â�Þ�¿Ä»Ä±I²Ú¸u°�½j¸
eitg(x′)wt(x

′) = λtwt(x)
Ë ÿ�±�Å�·�±�À |wt(x)| = |λt|−1|wt(x

′)| Ë �G»¼Å¢·�±
wt

»¼²*³¢Å¢»�º¤¹�¾�Â�¿¼Èü´.¹�³¢Å¢Á�±�Á ¹�Åð¸u°¢±
´�½j²�»Ä²
¹�º�¸u°�±o¸�¹ à�±I¾�ê¤²�»¼Å¢·�±o»¼¸
»¼²�´B¹�³¢Å¢Á¢±IÁ�»¼Å H ë�À�à�±RÆ�±`¸

|wt(x)| 6 C|λt|−ω(x).
ê�� � ë

�<ç



	|±`Ü�Å¢±�½Êº¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å
w′

t

´%È
w′

t(x) = wt(x)
»¼º
ω(x) 6 |t|−1/10 ½�Å¢Á

w′
t(x) = 0

¹�¸u°�±�¾¶à
»¼²�±jË �(»ÄÅ¢·I±
λt =

1 +O(|t|1/10)
À�ê.� � ë�»¼Â�Þ�¿Ä»Ä±I²�¸�°�½j¸

w′
t

»Ä²�³¢Å¢»�º¤¹�¾�Â�¿¼È�´.¹�³¢Å¢Á�±�Á8Ë
ì�±�Â�Â�½ ��Ë��£½�Þ¢Þ�¿Ä»Ä±IÁ*¸u¹

w′
t

Æ�»¼Û�±�²
∫

(eitg − 1 − itg)w′
t = −t

2

2

∫
1|g|61/|t|g

2w′
t + o(t2L(1/|t|)). ê.����ë

ì�±I¸Ç³¢²
²¶°¢¹ à ¸u°�½z¸�¸u°¢»¼²�±_
E³�½j¸�»Ä¹�Å­»Ä²
½�¿¼²�¹�²�½j¸u»¼²¶Ü�±IÁ�´%È
w′′

t := wt − w′
t

Ë 
b»¼¾�²}¸�À
∣∣∣∣
∫

(eitg − 1)w′′
t

∣∣∣∣ 6 2

∫

ω>|t|−1/10

|w′′
t | 6 2

∫

ω>|t|−1/10

(1 + C|t|1/10)ω
6 C

∞∑

n=|t|−1/10

ρn(1 + C|t|1/10)n.

� °¢±IÅ
t
»Ä²3²�Â�½�¿Ä¿j±�Å¢¹�³�Æ�°8À

ρ(1+C|t|1/10) <
√
ρ < 1

Ë!ÿ�±IÅ¢·�±jÀ | ∫ (eitg−1)w′′
t | 6 Cρ|t|

−1/10/2 = o(t2L(1/|t|)) ËãdÅß¸�°¢±�²u½�Â�±Rà�½�È�À ∣∣∫ gw′′
t

∣∣ 6 ‖g‖L3/2 ‖w′′
t ‖L3

½�Å¢Á ‖w′′
t ‖L3

Á�±�·�½�È(²�²}¸u¾�±`¸u·U°¢±IÁ�±`ÝGÞ.¹�Å¢±�Å%¸�»�½�¿¼¿¼È�À�à
°¢±IÅ¢·�±�»¼¸Ç»Ä²
o(t2L(1/|t|)) Ë 
b»ÄÅ¢½�¿Ä¿�È�À

∣∣∣∣
∫

1|g|61/|t|g
2w′′

t

∣∣∣∣ 6
1

|t|2
∫

|w′′
t | = O(ρ|t|

−1/10/2/t2) = o(t2L(1/|t|)).

ÿÇ±�Å¢·I±�À!ê.����ë�°¢¹�¿ÄÁ�²
½�¿Ä²¶¹£º¤¹�¾
w′′

t

Ë �Ì±oÆ�±`¸
∫

(eitg − 1 − itg)wt = −t
2

2

∫
1|g|61/|t|g

2wt + o(t2L(1/|t|)).

�G»¼Å¢·�± ∫
eitgwt = λt

½�Å¢Á ∫
wt = 1

ÀG¸u°¢»¼²�Æ�»¼Û�±�²�¸u°¢±o·I¹�Å¢·�¿¼³¢²�»¼¹�Å@¹�º�¸u°¢±o¿Ä±IÂ�Â�½�Ë
- ���	�/.�.%01�32 I7
�����
 ��Ï�Ö�Ð I�Ï

λt = 1 +O(|t|11/10) *
GH�u× ×>$ * ãdÅ>¸�°¢±ÊÞ¢¾�¹(¹�º�¹�º�¸�°¢±ÕÞ�¾�±IÛ(»¼¹�³¢²­¿Ä±�Â�Â�½�ÀÇà�±Ì°¢½ Û�±ÌÞ¢¾¶¹ Û�±�Á>¸u°�½j¸ ∫

ω>|t|−1/10 1|g|61/|t|g
2wt = O(t)

Ë
õ�¹�¾�±�¹ Û�±�¾�ÀB¹�Å {ω 6 |t|−1/10} À¢¸u°¢±oº¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å

wt
»Ä²
³¢Å¢»�º¤¹�¾�Â�¿¼È�´B¹�³�Å¢Á¢±�Á3Ë�ÿ�±IÅ¢·�±jÀ ∫

ω6|t|−1/10 1|g|61/|t|g
2wt 6

C
∫

1|g|61/|t|g
2 ∼ CL(1/|t|) Ë	ÿ�±IÅ¢·�±jÀ

∫
1|g|61/|t|g

2wt = O(L(1/|t|)).

õ�¹�¾�±�¹ Û�±�¾�À;´%ÈÌê.�a��ë�½�Å¢Á­¹�³¢¾
½�²¶²�³¢Â�Þ�¸u»¼¹�Å ∫
g = 0

À
∣∣∣∣
∫
gwt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫
g(wt − 1)

∣∣∣∣ 6 ‖g‖L3/2 ‖wt − 1‖L3 = O(|t|1/10).

¯�°¢»¼²
Þ¢¾�¹ Û�±I²Ç¸�°�½j¸�À�»ÄÅáê.�A�%ë`À�¸�°¢±o¾�»¼Æ�°%¸
²�»ÄÁ�±�»¼²
1 +O(|t|11/10)

Ë

I7
6I7
#I � @ CEA�
 0�C3��@F�?F C	� ����0 @BA @
¯�¹,Þ¢¾¶¹G·I±�±�Á3À�à�±�à
»Ä¿Ä¿�Å�±�±�Á*¸�¹,ôEÅ¢¹ à ¸u°�½j¸

wt

»Ä²�·�¹�Å¢²¶¸u½�Å%¸�¹�Å�¸�°¢±|´�½j²�»Ä²�³¢Þ�¸�¹
O(t)

Ë �Õ±�½j¿Ä¾�±�½�Á�È£ôEÅ¢¹ à ¸u°�½z¸
‖wt − 1‖L3 = O(|t|1/10)

À�´¢³G¸�¸u°�»Ä²�»¼²�Å�¹�¸�²�³Gþ�·I»Ä±IÅE¸�¸u¹,±I²¶¸u»¼Â�½z¸u±ÇÞ¢¾�±I·�»Ä²¶±�¿�È�¸�°¢±|¸�±�¾�Â�²�»¼Å�ê����%ë`Ëb¯!¹�Æ�±`¸�²¶³¢·U°
½�Å�±�²}¸u»¼Â�½j¸�±�À�à�±Çà
»¼¿Ä¿¢Å�±�±�Á�¾�±�½�¿�·�¹�Å%¸�»ÄÅE³¢»¼¸dÈ�À(½�Å¢Á�Å¢¹�¸�¹�Å¢¿�È,¸u°¢±�à�±�½�ô�·I¹�Å%¸u»¼Å(³�»¼¸dÈ�Æ�»�Û�±IÅ�´%È���±�¿Ä¿¼±�¾^î^ì�»¼Û�±�¾u½jÅ¢» � ²
¸�°¢±�¹�¾¶±�Â­Ë�¯�°¢»Ä²�à
»¼¿Ä¿b´.±�½�·U°¢»¼±IÛ�±IÁÌ´%È�à�¹�¾�ôE»¼Å¢Æ�Á�»Ä¾�±I·I¸�¿¼È�¹�Åá¸�°¢±£´�½�²¶»Ä²�Ë�¯�°�±�Æ�¹�½�¿b¹�º�¸u°�»Ä²oÞ�½�¾�½�Æ�¾u½jÞ¢°Ê»Ä²�¸u¹
Þ¢¾¶¹ Û�±Rì�±IÂ�Â�½ ��Ë�� � Ë

� �



ì�±I¸
U0

´B±�¸�°¢±oÂ�½�ÞÚ»¼Å¢Á¢³¢·I±�Á­´%È
U

¹�ÅÚ¸u°�±�´¢½�²�»¼²
∆0

¹�º�¸u°�±o¸�¹ à�±I¾�Ë 	|±�Å�¹�¸u±�´%È
ϕ

¸u°¢±�Ü�¾¶²¶¸Ç¾�±`¸u³¢¾¶Å­¸�»ÄÂ�±|¸u¹
¸�°¢±o´�½�²�»¼²�À�²¶¹�¸�°�½j¸

U0(x) = Uϕ(x)(x)
Ë

ì�±I¸o³�²�·�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾�¸u°�±�²�Þ�½�·I± H0
¹�º�ÿ���¿ÄÁ¢±I¾|º¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å¢²

u : ∆0 → C
¹�Å�¸u°�±,´�½�²¶»Ä²�À8½�Å¢ÁÊÁ¢±IÜ¢Å¢±£½�Å�¹�Þ.±�¾�½j¸u¹�¾

Rn : H0 → H0

´%È
Rnu(x) =

∑
J (n)(y)u(y)

ÀGà
°¢±I¾�±o¸u°¢±o²�³�Â »Ä²�¾�±I²¶¸�¾�»Ä·`¸u±IÁ­¸�¹�¸�°¢¹�²�±
y ∈ ∆0

à
»�¸u°­¾�±`¸u³¢¾¶Å
¸�»ÄÂ�±

ϕ(y) = n
À�½�Å�Á

Un(y) = x
Ë(�G±I¸�½�¿¼²�¹

Rn(t)(u) = Rn(eitSngu)
Ë

� �'
 
 0 I7
��'57
 + Ö�Ï��uÏ£ÏLK�Ù#�`Ø
C > 0

Ð(�)�
θ < 1

����ÔUÖ�Ø¤Ö�Ð�Ø� /$�×��,Ð�ÒqÒ
n ∈ N

Ð(�)�ÚÐ�ÒqÒ
t ∈ [−1, 1]

 ‖Rn(t)‖ 6

Cθn Ð(�)� ‖Rn(t) −Rn‖ 6 Cθn|t| *
GH�u× ×>$ * ¯�°¢±áÂ�½jÞ

U0

»¼² ��»Ä´�´¢²}î^õß½�¾�ôj¹ Û ¹�Å
∆0

Ë ÿÇ±�Å¢·I±�À�ä��o¹�³¢÷�ø�Àoì�±�Â�Â�½ �GË��zéoÞ�¾�¹ Û�±I²�¸u°¢½j¸ ‖Rn‖ 6

Cµ∆(ϕ = n)
½�Å�ÁÕä���¹�³�÷�øGÀ;ì�±IÂ�Â�½ ��Ë � é8È(»Ä±I¿ÄÁ¢² ‖Rn(t) −Rn‖ 6 C|t|nµ∆(ϕ = n) + C

∫
ϕ=n

|eitSng − 1| Ë
�G»¼Å¢·�±

µ∆(ϕ = n) = O(ρn)
À�à�±�Æ�±I¸Ç»ÄÅ@Þ�½j¾¶¸u»¼·�³¢¿Ä½�¾ ‖Rn‖ 6 Cρn À¢à
°�»Ä·U°­Á¢±�·�½ È(²�±`ÝGÞB¹�Å¢±�Å%¸u»Ä½�¿Ä¿�È�Ë�õ�¹�¾�±�¹ Û�±�¾�À

¹�Å {ϕ = n} À |Sng|3/2 6 n1/2
∑n−1

k=0 |g ◦ Uk|3/2 À|à
°¢±�Å�·�± ∫
ϕ=n

|Sng|3/2 6 n1/2
∫
∆
|g|3/2 = O(n1/2)

Ë
ù�¹�Å�²�±_
E³¢±IÅ%¸u¿¼È�À

‖Rn(t) − Rn‖ 6 C|t|nρn + C

∫
1ϕ=n|t||Sng| 6 C|t|nρn + C|t| ‖1ϕ=nSng‖L3/2 ‖1ϕ=n‖L3 ,

à
°¢»¼·U°�Á�±�·�½�È(²�½j¿Ä²�¹�±�ÝGÞB¹�Å�±�Å%¸u»Ä½�¿Ä¿�È�Ë

�¹�¾ |z| < θ−1 À(»¼¸�»Ä²�Þ.¹�²�²¶»Ä´¢¿¼±�¸u¹�Á�±IÜ�Å¢±

R(z, t) :=
∑
znRn(t)

Ë�¯�°�±|¹�Þ.±�¾�½j¸u¹�¾
R(1, 0)

»¼²	¸u°¢±Ç¸u¾u½jÅ¢²¶º¤±I¾�¹�Þ.±�¾^î
½j¸�¹�¾Ç½�²�²¶¹G·I»�½j¸�±�Á­¸u¹

U0

Ë�ã ¸|°�½j²|½£²�»¼Â�Þ¢¿¼±�»Ä²¶¹�¿�½j¸�±�Á@±�»¼Æ�±�Å%Ûj½�¿¼³¢±�½z¸
1
À.½�Å¢Á@¸u°¢±R·�¹�¾¶¾�±�²¶ÞB¹�Å¢Á¢»ÄÅ�Æ�±I»ÄÆ�±IÅ�º¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å

»¼²o¸�°¢±�·�¹�Å¢²}¸U½�Å%¸�º¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å
1
Ë*ÿÇ±�Å¢·I±�À!º¤¹�¾

(z, t)
·I¿Ä¹�²¶±�±IÅ¢¹�³¢Æ�°Õ¸u¹

(1, 0)
À
R(z, t)

°�½j²R½@³¢Å¢»n
E³¢±�±I»ÄÆ�±IÅ%Û�½j¿Ä³¢±
λ(z, t)

·�¿Ä¹�²�±�¸u¹
1
Ë

� �'
 
 0 I7
 �'I7
 ��Ï�Ö�Ð I�Ï ‖R(z, t) − R(1, 0)‖ = O(|t| + |z − 1|) *
GH�u× ×>$ * �Õ±�°�½�Û�±

R(z, t) − R(1, t) =
∑

(zn − 1)Rn(t)
Ë�õ­¹�¾�±I¹<Û�±�¾IÀ�»�º |z| 6 θ−1/2 À |zn − 1| 6 |z −

1|∑n−1
k=0 |z|k 6 C|z − 1|θ−n/2 Ë�ÿ�±IÅ¢·�±jÀ

‖R(z, t) −R(1, t)‖ 6

∞∑

n=0

|zn − 1| ‖Rn(t)‖ 6 C|z − 1|
∞∑

n=0

θ−n/2θn
6

C

1 − θ1/2
|z − 1|.

õ�¹�¾�±�¹ Û�±�¾�À

‖R(1, t) − R(1, 0)‖ 6

∞∑

n=0

‖Rn(t) − Rn‖ 6

∞∑

n=0

C|t|θn
6

C

1 − θ
|t|.

� �'
 
 0 I7
 � � 
 ��Ï�Ö�Ð I�Ï
R(λ−1

t , t)(1∆0wt) = 1∆0wt *
GH�u× ×>$ * ì�±I¸

x ∈ ∆0
À�¿Ä±I¸ {xp}

´.±£¸�°¢±�²�±I¸�¹�º�»¼¸�²�Þ¢¾�±I»ÄÂ�½�Æ�±�²�³�Å¢Á¢±�¾
U
Àb½z¸R¾¶±�²¶ÞB±I·I¸u»�Û�±�°¢±�»¼Æ�°%¸u²

ωp
À!½jÅ¢ÁÕ¿¼±I¸

x′p
´B±�¸u°�±�Þ�¾�¹zµ¶±I·I¸u»¼¹�Å@¹�º

xp

»ÄÅ*¸�°¢±o´�½�²¶»Ä²�Ë(�G»¼Å¢·�±
Ûtwt = λtwt

À�à�±R°�½�Û�±
λtwt(x) =

∑
eitg(xp)J(xp)wt(xp)

Ë
õ�¹�¾�±�¹ Û�±�¾�ÀBº¤¹�¾|½jÅEÈ

y ∈ ∆
à
»�¸u°

ω(y) > 0
À;à�±�°�½�Û�±

λtwt(y) = eitg(U−1y)wt(U
−1y)

Ë�ÿÇ±�Å¢·I±�À
λ

ωp

t wt(xp) =
eitSωpg(x′

p)wt(x
′
p)
Ë �Õ±oÆ�±I¸

wt(x) =
∑

λ
−ωp−1
t J (ωp+1)(x′p)e

itSωp+1g(x′
p)wt(x

′
p).

ê���ç�ë
¯�°¢±�ÞB¹�»¼Å%¸u²

x′p
½�¾�±R±`Ý�½�·I¸�¿¼È@¸u°�±�Þ¢¾¶±�»ÄÂ�½�Æ�±I²�¹jº

x
³¢Å¢Á¢±I¾

U0

À3½jÅ¢Áß¸u°�±�·�¹�¾�¾�±I²�Þ.¹�Å¢Á¢»¼Å¢Æ*¾¶±I¸u³�¾�Åß¸�»ÄÂ�±oº¤¹�¾
U

»Ä²
ωp + 1

Ë�ÿÇ±�Å¢·I±�À!ê.��ç�ë�Æ�»¼Û�±�²�¸u°�±�·I¹�Å¢·I¿Ä³¢²¶»Ä¹�Å@¹�º�¸u°¢±o¿¼±�Â�Â�½�Ë

� è



�Õ±o°�½�Û�±R½�¿Ä¿3¸�°¢±oÅ¢±�·I±�²¶²u½�¾}ÈÚ¸u¹(¹�¿Ä²�¸�¹�Þ�¾�¹ Û�±o¸u°¢±oÂ�½�»ÄÅ�¾�±�²¶³¢¿¼¸Ç¹�º�¸u°�»Ä²�Þ�½�¾�½�Æ�¾�½�Þ¢°8ý
� �'
 
 0 I 
�� �7
 � ×��

t ∈ [−1, 1]
 �ØqÖ�Ï��UÏ�ÏLK�Ù#�`Ø��

c(t) ∈ C
���;ÔUÖÚØ¤Ö�Ð�Ø ‖1∆0(wt − c(t))‖∞ = O(t) * G ×��uÏU×JI�Ï��  

c(t) → 1
ÎbÖ�Ï��

t→ 0 *
GH�u× ×>$ * ì�±�Â�Â�½ �GËn��ø£Þ¢¾¶¹ Û�±�²
¸u°¢½j¸

λ(λ−1
t , t) = 1

À¢½�Å¢Á@¸u°¢±o·�¹�¾�¾�±I²�Þ.¹�Å¢Á¢»¼Å¢Æ£±�»¼Æ�±�Å�º¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�Å@»Ä²
1∆0wt

Ë�ì�±I¸
Qt´.±�¸u°¢±o±�»¼Æ�±�Å�Þ¢¾�¹zµ¶±I·I¸�»Ä¹�Å@¹�º

R(λ−1
t , t)

·�¹�¾�¾�±I²�Þ.¹�Å¢Á¢»¼Å¢Æ�¸u¹�¸u°�±�±I»ÄÆ�±IÅ%Û�½j¿Ä³¢±
1
Ë	ã ¸�²�½j¸u»¼²¶Ü�±I²

‖Qt −Q0‖ = O(
∥∥R(λ−1

t , t) − R(1, 0)
∥∥) = O(|λ−1

t − 1| + |t|) = O(|t|)
´%Èßì�±IÂ�Â�½ ��Ën�m��½�Å�ÁÊù�¹�¾�¹�¿Ä¿�½j¾¶È �GËn�a��Ë�ì�±`¸

bt = Qt1∆0

ËH�|²
b0 = 1∆0

À
bt

²u½z¸u»Ä²}Ü�±�² ‖bt − 1∆0‖ = O(t)
Ë�ãdÅ

Þ�½j¾¶¸u»¼·�³¢¿Ä½�¾�À
bt → 1∆0

»ÄÅ
L1 Ë

¯�°¢±�º¤³¢Å¢·I¸�»Ä¹�Å
bt

»Ä²�Þ¢¾�¹�Þ.¹�¾}¸u»Ä¹�Å�½�¿�¸u¹
wt

¹�ÅÌ¸�°¢±�´¢½�²�»¼²
∆0

Ë�ÿ�±�Å�·�±�À�¸�°¢±�¾¶±�±�Ý�»¼²¶¸�²,½ß²¶·�½�¿Ä½�¾
c(t)

²¶³¢·U°É¸u°�½j¸
1∆0wt = c(t)bt

Ë(�G»ÄÅ�·�±
wt

Æ�¹G±I²�¸u¹
1
»ÄÅ
L1 à
°¢±IÅ

t→ 0
À¢à�±oÆ�±`¸

c(t) =

∫
1∆0wt∫
bt

→ µ∆(∆0)∫
b0

= 1.


b»¼Å�½�¿¼¿¼È�À
‖1∆0(wt − c(t))‖∞ = |c(t)| ‖bt − b0‖∞ = O(t).

I7
6I7
 � = �	�7� � � � ���������	�'
 I7
 ��� � �)F ∫
g = 0

ì�±I¸
¸�°¢±�º¤³¢Å¢·I¸�»Ä¹�Å
G

´B±oÆ�»�Û�±�Å­´%È
G(x) =

∑ω(x)−1
k=0 g(Ukπ0x)

À;½j²Ç»¼Å@¯�°¢±�¹�¾¶±�Â �GËæø¢Ë
� �'
 
 0 I7
 � �7
 ��Ö�Ï��

t→ 0
 

λt = 1 − (1 + o(1))
t2

2

∫
1|g|61/|t|g

2eitG + it(1 + o(1))

∫
geitG + o(t2L(1/|t|)). ê.����ë

GH�u× ×>$ * �Õ±oà
»¼¿Ä¿B²¶¸U½j¾¶¸�º¤¾�¹�Â ê.����ë�½�Å¢Á@²�°¢¹ à ¸�°�½j¸�à�±R·�½�Å@¾�±IÞ¢¿�½�·I±
wt

´%È
eitG Ë

�Õ±o°�½�Û�±
wt(x) = λ

−ω(x)
t eitG(x)wt(π0x)

Ë�ÿ�±IÅ¢·�±jÀ;´EÈ�ù�¹�¾�¹�¿¼¿�½�¾}È �GËn�a��½�Å�Áßì�±�Â�Â�½ ��Ën� �

|wt(x) − c(t)eitG(x)| = |λ−ω(x)
t wt(π0x) − c(t)| 6 |λ−ω(x)

t − 1||wt(π0x)| + |wt(π0x) − c(t)|
6
[
(1 + C|t|11/10)ω(x) − 1

]
C + C|t| 6 ω(x)C|t|11/10(1 + C|t|11/10)ω(x) + C|t|.


b»xÝ
b > 0

¿�½�¾¶Æ�±�±IÅ¢¹�³¢Æ�°8Ë 
�¹�¾
ω(x) 6 b log(1/|t|) ÀBà�±£¹�´�¸u½�»ÄÅ |wt(x) − c(t)eitG(x)| 6 C|t| Ë 
�¹�¾

ω(x) >

b log(1/|t|) ½�Å¢Á­²�Â�½�¿Ä¿B±�Å¢¹�³�Æ�°
t
À¢à�±�½�¿Ä²¶¹£Æ�±I¸ |wt(x) − c(t)eitG(x)| 6 ρ−ω(x)/4 Ë

ÿÇ±�Å¢·I±�À
∫

ω>b log(1/|t|)
1|g|61/|t|g

2|wt − c(t)eitG| 6

∫

ω>b log(1/|t|)

1

|t|2ρ
−ω(x)/4

6
1

|t|2C
∞∑

n=b log(1/|t|)
ρnρ−n/4 = o(1)

»�º
b
»¼²�¿�½�¾¶Æ�±�±IÅ¢¹�³¢Æ�°3Ë�õ­¹�¾�±I¹<Û�±�¾IÀ

∫

ω6b log(1/|t|)
1|g|61/|t|g

2|wt − c(t)eitG| 6 C|t|
∫

1|g|61/|t|g
2 = C|t|L(1/|t|).

��÷



ÿÇ±�Å¢·I±�À
∫

1|g|61/|t|g
2wt = c(t)

∫
1|g|61/|t|g

2eitG + o(1) = (1 + o(1))

∫
1|g|61/|t|g

2eitG + o(1).
ê.��è�ë

ãdÅ@¸u°¢±o²�½�Â�±�à�½�È�À
∫

ω>b log(1/|t|)
|g||wt − c(t)eitG| 6 ‖g‖3/2

∥∥1ω>b log(1/|t|)|wt − c(t)eitG|
∥∥

L3 = O(t)

»�º
b
»¼²�¿�½�¾¶Æ�±�±IÅ¢¹�³¢Æ�°3Ë�õ­¹�¾�±I¹<Û�±�¾IÀ

∫

ω6b log(1/|t|)
|g||wt − c(t)eitG| 6

∫
|g|C|t| = O(t).

�Õ±oÆ�±I¸
∫
gwt = c(t)

∫
geitG +O(t) = (1 + o(1))

∫
geitG +O(t).

ê���÷�ë
�v
E³�½j¸�»Ä¹�Å¢²Rê���è%ë�½�Å¢ÁÌê���÷%ë�¸u¹�Æ�±I¸�°¢±�¾�à
»¼¸�°Õê.���%ë�»¼Â�Þ�¿¼ÈÊê����%ë�Ë
� �'
 0=��� I7
�� �/
 ¯�°¢±�Þ¢¾¶¹G¹jº�¹�º�¸�°¢±ß¿¼±�Â�Â�½á½�¿Ä²¶¹Ì²¶°¢¹ à
²�¸u°�½z¸�À�»ÄÅ ê.����ë�À�»�¸�»¼²�²¶³�þ�·�»Ä±IÅ%¸*¸u¹Õ»ÄÅ%¸u±IÆ�¾u½j¸�±�¹�Å
{ω(x) 6 b log(1/|t|)} »�º

b
»Ä²�¿Ä½�¾�Æ�±�±�Å¢¹�³�Æ�°8À�²�»¼Å¢·�±�¸�°¢±o¾�±�Â�½�»¼Å¢»ÄÅ¢Æ�Þ�½�¾¶¸
»¼²�»ÄÅ

o(t2L(1/|t|)) Ë
¯�°¢±
º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ¢Æ|¿Ä±�Â�Â�½�à
»Ä¿¼¿¢³¢²�±�¸�°¢±|½jÁ¢Á¢»¼¸�»Ä¹�Å¢½�¿�½j²�²�³�Â�Þ�¸�»Ä¹�Å�²�¸�°�½j¸

l
»¼²	²�¿¼¹<à
¿�È,Ûj½�¾¶È(»¼Å¢Æ�½�Å¢Á

l(x ln x) ∼ l(x)
À

L(x ln x) ∼ L(x)
Ë

� �'
 
 0 I7
 � �7
 ��Ï�Ö�Ð I�Ï
∫

1|g|61/|t|g
2eitG = L(1/|t|)(1 + o(1)).

ê�� �<ë

GH�u× ×>$ * ã ¸
»Ä²�²¶³�þ�·�»¼±�Å%¸�¸�¹£Þ¢¾�¹ Û�±�ê��K�<ë�¹�Å {ω 6 b log(1/|t|)} À¢²�»¼Å¢·�±�¸u°�±�¾¶±�Â�½�»ÄÅ�»ÄÅ¢Æ,Þ¢½�¾¶¸
·�½�Å�´.±o»ÄÆ�Å�¹�¾�±IÁ8Ë
¯!½�ô�±�²�¹�Â�±

ε > 0
À¢à�±�à
»Ä¿Ä¿BÞ¢¾�¹ Û�±�¸�°�½j¸

∫

ω6b log(1/|t|)
1|g|61/|t|g

2|eitG − 1| 6 2εL(1/|t|) ê)����ë

à
°¢±IÅ
t
»Ä²�²�Â�½�¿¼¿3±�Å�¹�³¢Æ�°8Ë�¯�°¢»¼²�à
»Ä¿Ä¿B´B±�²¶³�þ�·�»¼±�Å%¸�¸�¹£·�¹�Å¢·I¿Ä³¢Á�±o¸�°¢±oÞ¢¾�¹(¹�º^Ë

ì�±I¸
At := {x | ω(x) 6 b log(1/|t|), |G(x)| > ε/|t|} Ë!»¼º x ∈ At

À(¸u°¢±I¾�±�±`ÝG»Ä²}¸u²
y
´.±�¿Ä¹ à

x
»¼Å�¸u°�±�¸u¹ à�±�¾�²¶³¢·U°

¸�°�½j¸ |g(y)| > ε
|t|b log(1/|t|)

Ë�ì�±I¸
B = {x | |g(x)| >

ε
|t|b log(1/|t|)}

À�à�±�Æ�±I¸
µ∆(At) 6 b log(1/|t|)µ∆(B)

Ë
ì�±I¸

Z
´.±R½�¾�½�Å¢Á¢¹�Â Û�½j¾�»�½j´¢¿Ä±�¹�Å

R
à
»¼¸u°Ú¸�°¢±oÁ¢»Ä²}¸u¾�»¼´¢³�¸�»Ä¹�Å*¹jº

g
Ë	¯�°¢±IÅ

P

(
1

|t| log(1/|t|)2
6 |Z| 6 1/|t|

)
= |t|2 log(1/|t|)4l

(
1

|t| log(1/|t|)2

)
− |t|2l(1/|t|)

= |t|2 log(1/|t|)4l(1/|t|)(1 + o(1))

½�Å�Á

b log(1/|t|)P
(
|Z| >

ε

|t|b log(1/|t|)

)
= b log(1/|t|) |t|

2b2 log(1/|t|)2

ε2
l

(
ε

|t|b log(1/|t|)

)

=
|t|2b3 log(1/|t|)3

ε2
l(1/|t|)(1 + o(1)).

�K�



ÿÇ±�Å¢·I±�À;»¼º
t
»¼²�²�Â�½�¿Ä¿3±�Å¢¹�³�Æ�°8À

µ∆(At) 6 P
(

1
|t| log(1/|t|)2 6 |Z| 6 1/|t|

) Ë
�Õ±�à�¹�³�¿ÄÁ­¿Ä»Äôj±�¸u¹£±�²}¸u»¼Â�½j¸�± ∫

At
1|g|61/|t|g

2 Ë0��¹ à
∫

At

1|g|61/|t|g
2 =

∫

At

1 1
|t| log(1/|t|)2

<|g|61/|t|g
2 +

∫

At

1|g|6 1
|t| log(1/|t|)2

g2.

��Å@¸u°¢±o¹�Å¢±o°�½jÅ¢Á
∫

At

1 1
|t| log(1/|t|)2

<|g|61/|t|g
2
6

∫ 1/|t|

1
|t| log(1/|t|)2

x2 dP (x),

½�Å�Á�¹�ÅÚ¸�°¢±o¹�¸u°¢±I¾
°�½�Å¢Á8À�´%È@½jÞ¢Þ¢¿¼È(»¼Å¢Æ�¸u°¢±�½�´.¹ Û�±o´B¹�³¢Å¢Á¢²�à�±RÆ�±`¸
∫

At

1|g|6 1
|t| log(1/|t|)2

g2
6

1

|t|2 log(1/|t|)4
µ∆(At)

6
1

|t|2 log(1/|t|)4
P

(
1

|t| log(1/|t|)2
6 |Z| 6 1/|t|

)

6

∫ 1/|t|

1
|t| log(1/|t|)2

x2 dP (x).

¯�°E³¢²
à�±�Å¢±I±�Á�¸�¹£Á¢±�½�¿8à
»�¸u°Ú¸u°�±�»¼Å%¸u±�Æ�¾u½�¿
∫ 1/|t|

1
|t| log(1/|t|)2

x2 dP (x),

à
°¢»¼·U°�»¼²�±_
E³�½�¿�¸�¹

L(1/|t|) − L

(
1

|t| log(1/|t|)2

)
= L(1/|t|) − L(1/|t|)(1 + o(1)) = o(L(1/|t|)).

ÿÇ±�Å¢·I±�À�º¤¹�¾�²�Â�½�¿¼¿3±�Å�¹�³¢Æ�°
t
À¢à�±�Æ�±`¸

∫

At

1|g|61/|t|g
2|eitG − 1| 6 εL(1/|t|).

��Å
Bt := {x | ω(x) 6 b log(1/|t|), x 6∈ At}

À�à�±R°�½�Û�± |eitG(x) − 1| 6 |t||G(x)| 6 ε
Ë�ÿ�±IÅ¢·�±jÀ

∫

Bt

1|g|61/|t|g
2|eitG − 1| 6 ε

∫
1|g|61/|t|g

2 = εL(1/|t|).
¯�°¢±I²�±�¸dà�¹�±_
E³�½j¸�»Ä¹�Å�²Ç»¼Â�Þ�¿¼ÈÊê)����ëUË	¯�°¢»Ä²
·I¹�Å¢·�¿¼³¢Á¢±I²
¸�°¢±oÞ¢¾�¹(¹�º^Ë
�G»¼Å¢·�± ∫

g = 0
À�ì�±�Â�Â�½ ��Ë�� ��Æ�»�Û�±�²

λt = 1 − t2

2
L(1/|t|)(1 + o(1)) + (1 + o(1))it

∫
geitG

= 1 − t2

2
L(1/|t|)(1 + o(1)) + (1 + o(1))it

∫
g(eitG − 1)

= 1 − t2

2
L1(1/|t|)(1 + o(1)),

²¶»ÄÅ¢·I± ∫
g(eitG − 1) = i(a + o(1))tL(1/|t|) ´%È­½�²�²¶³¢Â�ÞG¸u»Ä¹�Å8Ë

¯�°¢»¼²Ç½�²¶È(Â�Þ�¸u¹�¸�»Ä·�±�Ý�Þ¢½�Å¢²�»¼¹�Å­¾�±�½jÁ¢»Ä¿�È�»¼Â�Þ¢¿¼»Ä±I²�¸u°�±�·I¹�Å¢·I¿Ä³¢²¶»Ä¹�Å@¹�º!¯�°¢±�¹�¾�±�Â �GËæø¢ÀGº¤¹�¾
g
²¶³¢·U°�¸�°�½j¸ ∫

g = 0
Ë

�a�



I7
6I7
 � = �	�7� � � � ���������	�'
 I7
 � A F C	� ������F����	0�. 
 0 @C�
ì�±I¸

g : ∆ → R
´.±�¿Ä¹�Å¢ÆÌ¸u¹

Lp(∆)
º¤¹�¾*½jÅEÈ

p < 2
ê¤¸u°�»Ä²�»¼²�»¼ÅíÞ�½�¾}¸u»Ä·I³¢¿�½j¾£¸�°¢±�·�½�²�±�»�º

g
²u½j¸�»Ä²}Ü�±�²�¸�°¢±

½�²¶²�³¢Â�Þ�¸�»Ä¹�Å¢²
¹�º!¯�°¢±I¹�¾�±IÂ ��Ë øEë`Ë �G±`¸
G(x) =

∑ω(x)−1
k=0 g(Ukπ0x)

Ë
� �'
 
 0 I7
 � �7
 � ×���Ð(��Ó

p < 2
 �ØqÖ�Ï $ �'�3Ô`Ø2Ùs×��

G � Ï`ÒÄ×��'&���Ød×
Lp(∆) *

GH�u× ×>$ * 
�¹�¾
x ∈ ∆

À.¿Ä±I¸
ϕ(x)

´.±R»�¸u²Ç¾�±`¸u³¢¾¶Åß¸u»¼Â�±�¸u¹�¸u°¢±�´�½�²¶»Ä²IË��(±I¸�½j¿Ä²�¹
ψ(x) = ϕ(π0x)

À.à
°�±�¾�±
π0

»Ä²
¸u°¢±
Þ¢¾¶¹zµ¶±�·`¸u»¼¹�Å�¹�Å@¸�°¢±o´�½�²¶»Ä²�¹�º!¸u°¢±�¸u¹ à�±�¾IË
�Õ±o°�½�Û�±

|G(x)|p =

∣∣∣∣∣∣

ω(x)−1∑

k=0

g(Ukπ0x)

∣∣∣∣∣∣

p

6 ω(x)p−1

ω(x)−1∑

k=0

|g(Ukπ0x)|p.

ù�°�½jÅ¢Æ�»ÄÅ�Æ£Ûj½�¾¶»�½�´�¿Ä±�²IÀGà�±RÆ�±I¸
∫

|G(x)|p 6

∫
|g(y)|p

ϕ(y)−1∑

k=1

ω(Uky)p−1
6

∫
|g(y)|pψ(y)p.

�G»¼Å¢·�±Ç¸u°¢±
¸u¹ à�±�¾�°¢½�²�±�ÝGÞB¹�Å�±�Å%¸u»Ä½�¿Ä¿�È£²�Â�½�¿Ä¿¢¸u½�»Ä¿¼²�À�¸u°�±�º¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å
ψ

´.±�¿Ä¹�Å¢Æ�²	¸u¹
Lq º¤¹�¾�½�Å%È

q <∞ Ë �Ç²�»ÄÅ�ÆR¸u°�±
ÿY��¿ÄÁ¢±I¾�»ÄÅ¢±�
E³�½�¿Ä»�¸dÈ�à
»�¸u°­½�²�³�þ�·�»¼±�Å%¸u¿�ÈÚ¿�½j¾�Æ�±

q
À�à�±R¹�´G¸U½�»¼Å ∫ |G(x)|p <∞ Ë

ì�±I¸
g′

´.±R½jÅ¢¹�¸u°�±�¾�º¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å@¹�Å
∆
Ë 	|±`Ü�Å¢±R½�¿Ä²¶¹

G′(x) =
∑ω(x)−1

k=0 g′(Ukπ0x)
Ë

� �'
 
 0 I7
#5 � 
 Ù $
g − g′

Ù#� � ×��'�)�(Ï �� �ØqÖ�Ï��
∫
g(eitG − 1) =

∫
g′(eitG′ − 1) +O(t)

ÎbÖ�Ï��
t→ 0 *

GH�u× ×>$ * �Õ±�°¢½ Û�±
∫
g(eitG − 1) −

∫
g′(eitG′ − 1) =

∫
(g − g′)(eitG′ − 1) +

∫
g(eitG − eitG′

).

�G»¼Å¢·�±
g − g′

»Ä²�´.¹�³¢Å¢Á¢±IÁ8À�¸u°¢±�Ü¢¾�²¶¸Ç»¼ÅE¸�±�Æ�¾�½�¿8²�½j¸u»¼²¶Ü�±I²
∣∣∣∣
∫

(g − g′)(eitG′ − 1)

∣∣∣∣ 6 C|t|
∫

|G′|,

à
°¢»¼·U°�»¼²
O(t)

²�»ÄÅ�·�±
G′ »¼²�»¼Å%¸u±�Æ�¾u½�´¢¿¼±�´%È�ì�±�Â�Â�½ ��Ë�� è�Ë 
�¹�¾�¸u°¢±
²¶±�·�¹�Å¢Á�»¼ÅE¸�±�Æ�¾�½�¿sÀ |G(x)−G′(x)| 6 Cω(x)

Ë
ÿÇ±�Å¢·I±�À

∣∣∣∣
∫
g(eitG − eitG′

)

∣∣∣∣ 6
∫

|g|C|t|ω 6 C|t| ‖g‖L3/2 ‖ω‖L3 = O(t).

GH�u× ×>$,×>$ + Ö�ÏU×��uÏ�: � *
	)* ì�±`¸
g
²�½j¸u»¼²¶ºqÈ�¸u°¢±o½�²¶²�³¢Â�Þ�¸�»Ä¹�Å¢²�¹�º�¯�°¢±�¹�¾�±�Â ��Ë ø¢Ë �Ì¾¶»¼¸�±

g′ = g−
∫
g
Ëb¯�°¢±�Å

g′
»Ä²

²}¸u»Ä¿¼¿B»¼Å�¸�°¢±�Å¢¹�Å�²¶¸U½jÅ¢Á�½�¾¶ÁÚÁ¢¹�Â�½�»ÄÅ�¹�º�½j¸�¸�¾u½�·`¸u»¼¹�Å�¹�º�¸�°¢±�Å¢¹�¾�Â�½�¿B¿Ä½�àoÀ�½�Å�ÁÚ»¼¸u²�Á¢»Ä²}¸u¾¶»Ä´¢³�¸�»Ä¹�Å�º¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å¢²
l′
½�Å�Á

L′ ²u½j¸�»Ä²¶ºqÈ l′ ∼ l
½�Å¢Á

L′ ∼ L
Ë�õ�¹�¾¶±�¹ Û�±I¾�À
∫
g′(eitG′ − 1) = (a+ o(1))itL(1/|t|)),

���



²¶»ÄÅ¢·I±
g
²u½j¸�»Ä²}Ü�±�²�¸u°�±�²�½�Â�±�±I²¶¸�»ÄÂ�½j¸u±�½jÅ¢Áßì�±IÂ�Â�½ ��ËM��÷£½�Þ¢Þ¢¿¼»Ä±�²IË

�Õ±Ú°�½�Û�±@½�¿¼¾�±�½�Á�ÈáÞ¢¾�¹ Û�±�Á�¯�°¢±�¹�¾¶±�Â ��Ëæø�º¤¹�¾�º¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å¢²,¹�º
ïI±�¾¶¹�»ÄÅ%¸u±IÆ�¾u½�¿2Ë�¯�°¢»¼²£½�Þ¢Þ¢¿¼»Ä±�²�¸u¹
g′
À�½�Å¢ÁÉÆ�»�Û�±�²

Sng′

Bn
→ N (0, 1)

Ë �G»¼Å¢·�±
Sng

′ = Sng − n
∫
g
À�¸u°�»Ä²�·�¹�Å¢·�¿¼³¢Á¢±�²
¸u°�±�Þ�¾�¹(¹�º^Ë

� �'
 0=��� I7
65 ��
 ì�±�Â�Â�½j²V��Ë�� èÇ½�Å¢Á �GË���÷ÇÁ¢¹|Å�¹�¸b»¼Å%Û�¹�¿�Û�±�¸�°¢±�Á�È(Å�½�Â�»Ä·�²�¹�º¢¸�°¢±�¾¶±I¸�³¢¾�Å¢²�¸u¹Ç¸u°¢±�´�½�²�»¼²�Ëbÿ�±�Å�·�±�À
¸�°¢±IÈ­½�¿¼²�¹�°¢¹�¿ÄÁ@»ÄÅ@°%È(ÞB±I¾�´.¹�¿Ä»¼·���¹�³¢Å¢Æ�¸u¹ à�±�¾¶²�Ë

� � � §�® � � § � ©���§
	 � ®I¦£§ � �o¨ � ��®�¦ §
	 � � § � ªÚ®I«�� �@® � �`® � ¨bª

ì�±I¸
³�²
¸�³¢¾�Å@´�½j·Uô�¸u¹,¸�°¢±o²¶¸u³�Á�ÈÚ¹�º�¸u°�±�²}¸U½�Á�»Ä³¢Â­Ë �Õ±�à
»Ä¿Ä¿.³¢²¶±o¸�°¢±oÅ¢¹�¸u½j¸u»¼¹�Å¢²�¹jº!¸�°¢±�Ü�¾�²}¸
¸dà�¹£²�±I·I¸�»Ä¹�Å¢²IË�ãdÅ
Þ�½j¾¶¸u»¼·�³¢¿Ä½�¾�À�²}¸U½�¾}¸u»¼Å¢Æ�º¤¾¶¹�ÂÃ½�Ü�ÝG±IÁ�º¤³¢Å¢·I¸�»Ä¹�Å

f0 : X0 → R
²�½j¸u»¼²¶ºqÈ(»ÄÅ�Æ

(P1)
À�à�±R°�½�Û�±,¹�´G¸U½�»¼Å¢±�Áß½�º¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å

g : ∆ → R
ËP��·�·�¹�¾�Á¢»¼Å¢Æ*¸u¹*¯�°�±�¹�¾¶±�Â ��Ëæø�À3»¼ºbà�±�à�½�Å%¸�¸u¹�¹�´�¸U½j»ÄÅ�½�¿Ä»ÄÂ�»¼¸�¸�°¢±�¹�¾�±�ÂÃº¤¹�¾

g
À.¸�°¢± 
E³�½�Å%¸u»�¸dÈ�¸�¹

´.±o±�²¶¸�»ÄÂ�½j¸u±IÁ@»Ä² ∫
g(eitG − 1)

Ë	¯�°�±�Â�½�»¼ÅÚ¾�±�²¶³¢¿¼¸Ç¹�º�¸u°�»Ä²�²�±I·I¸�»Ä¹�Å­»Ä²�¸�°¢±�º¤¹�¿Ä¿¼¹<à
»¼Å¢Æ�Þ�¾�¹�Þ.¹�²�»�¸u»¼¹�Å8Ë
= �	�?> �?@BADCEA%�?F � 
���
 � Ï`Ø

y = 1
1− 3

4
log 3

 �Ð(�)� �uÏUÔ�Ð�ÒqÒ�Ø¤Ö�ÏF�(ÏLK ��ÙqØ0Ùs×��á×>$
I
$ �u×�:�ê��<ë * ��Ï�Ö�Ð I�Ï

∫

∆

g(eitG − 1) dµ∆ = i
I2(y − 1)`2

π
t log(1/|t|) + o(t log(1/|t|)).

��³¢¾�Þ�¾�¹(¹�º�½�Þ¢Þ¢¾¶¹�Ý�»¼Â�½z¸u±�²�¸u°¢±|¿Ä±Iºq¸�°�½�Å�ÁÚ²�»ÄÁ�±|à
»¼¸�°Ú½�Å*»¼ÅE¸�±�Æ�¾�½�¿.±`ÝGÞ¢¿Ä»¼·�»�¸u¿¼È£Æ�»¼Û�±IÅÚ»ÄÅ�¸�°¢±�Þ¢°¢½�²�±�²¶Þ�½�·I±�¹�º�¸u°¢±
²}¸U½�Á¢»¼³¢Â­Ë!¯�°¢»¼²b¿Ä½j¸u±I¾!»¼ÅE¸�±�Æ�¾�½�¿E·�½�Å�´B±�±I²¶¸�»ÄÂ�½j¸u±IÁRà
»¼¸�°�²¶³�þ�·�»Ä±IÅ%¸	Þ¢¾�±I·�»¼²�»Ä¹�Å�Á¢³¢±�¸u¹�¸�°¢±�Æ�±I¹�Â�±I¸u¾¶»Ä·�Þ¢¾¶¹�ÞB±I¾¶¸�»Ä±�²
¹�º�¸u°�±�´�»Ä¿Ä¿¼»�½�¾¶Á�Â�½�Þ8Ë

� ��� � ����4������*+#37��� ��$ �)����3��)��$

b»¼¾�²}¸�à�±�²¶°¢¹ à ¸�°�½j¸�¸�°¢±�¾�±I¿Ä±`Û�½jÅE¸�±`ÝGÞ¢¾�±I²�²¶»Ä¹�Åá·�½�Å�´.±�Þ¢³¢¿¼¿Ä±IÁ�´�½�·Uô­¸u¹*¸u°�±�°EÈ(Þ.±�¾¶´B¹�¿¼»Ä· ��¹�³¢Å¢Æ*¸�¹<à�±�¾IË,ì�±I¸
ω(x)

´.±£¸u°¢±�°¢±�»¼Æ�°%¸�¹�º�¸u°�±�Þ.¹�»ÄÅ%¸
x

»¼Å
∆̄
Àb½jÅ¢ÁÌ¿¼±I¸

π̄0 : ∆̄ → ∆̄0
´B±£¸u°�±�Þ¢¾¶¹zµ¶±�·`¸u»Ä¹�ÅÕ¹�Åá¸u°¢±�´�½�²¶»Ä²IË$�Ì±

Á¢±`Ü�Å¢±o¸dà�¹£º¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å¢²
F̄

½�Å¢Á
Ḡ

¹�Å
∆̄

´%È
F̄ (x) =

∑ω(x)−1
k=0 f̄(Ūkπ̄0x)

½�Å¢Á
Ḡ(x) =

∑ω(x)−1
k=0 ḡ(Ūkπ̄0x)

Ë
� �'
 
 0 � 
#57
 ��Ï�Ö�Ð I�Ï

∫

∆

g(eitG − 1) =

∫

∆̄

f̄(eitF̄ − 1) +O(t).

GH�u× ×>$ * �|²
(π∆)∗(µ∆̄) = µ∆

À ∫
∆
g(eitG − 1) =

∫
∆̄
ḡ(eitḠ − 1)

½�³G¸u¹�Â�½j¸u»¼·�½�¿¼¿¼È�Ë��|²
ḡ − f̄

»¼²�´B¹�³¢Å¢Á¢±IÁá´%È
ì�±�Â�Â�½ �GËæø�À;ì�±IÂ�Â�½ ��ËM��÷�»ÄÂ�Þ¢¿Ä»¼±�²�¸u°¢±o²¶¸u½j¸u±IÂ�±IÅ%¸�Ë

�Ç¹�¸u±�¸u°�½j¸
F̄

»Ä²Ç±�²�²¶±�Å%¸u»Ä½�¿Ä¿�È­½*å�»¼¾�ôE°¢¹�
á²�³�Ââ¹�º
f

º¤¹�¾
¸u°�±*Ù�� I�Ï�� � Ï�:�Ð�;
T−1 ËÇ¯�°E³¢²�ÀB»¼º�à�±,²¶à
»�¸u·U°ßº¤¾¶¹�Â

T¸�¹
T−1 À�à�±�Â�½�È*»¼Å%Û�±�²}¸u»¼Æ%½j¸u±o¹�³�¾�»ÄÅ%¸u±IÆ�¾u½�¿3´EÈ*Á�È(Å�½�Â�»Ä·�½j¿3¸u¹(¹�¿Ä²IË


�¹�¾­½�¿¼¿
x ∈ X

À�¿¼±I¸
h(x) = f(T−1x)

Ë ãdÅ%¸u¾¶¹GÁ�³¢·�±
h̄ = h ◦ πX

Ë 
�¹�¾
x ∈ ∆̄

à
»�¸u°
ω(x) > 0

À�¿Ä±`¸
H̄(x) =

∑ω(x)−1
k=1 h̄(Ū−kx)

À�¹�¾�±�
E³¢»¼Ûj½�¿¼±�Å%¸u¿�È�À
H̄(x) = F̄ (Ū−1x)

Ë �Õ±�Ü�Ý
H̄(x) = 0

¹�Å
∆0

Ë
� �'
 
 0 � 
#I7
 ��Ï�Ö�Ð I�Ï

∫
f̄(eitF̄ − 1) =

∫
h̄(eitH̄ − 1) +O(t).

�jø



GH�u× ×>$ * �Õ±�°¢½ Û�±
h̄ ◦ Ū = f̄

À;½�Å�Á8À;½�Þ�½�¾}¸�º¤¾�¹�Â
Ū−1(∆̄0)

À
H̄ ◦ Ū = F̄

Ë�¯�°E³¢²�À
∫
h̄(eitH̄ − 1) −

∫
f̄(eitF̄ − 1) =

∫
h̄ ◦ Ū(eitH̄◦Ū − 1) −

∫
f̄(eitF̄ − 1)

=

∫

Ū−1(∆̄0)

[
h̄ ◦ Ū(eitH̄◦Ū − 1) − f̄(eitF̄ − 1)

]
.

��²
ϕ+

»Ä²�´.¹�³¢Å¢Á�±�Á£¹�Å�¸u°¢±�¾¶±�·`¸U½�Å¢Æ�¿Ä±
R

¸u°�½z¸	Á¢±IÜ¢Å¢±�²�¸u°¢±�´¢½�²�»¼²�¹�º;¸u°�±
¸�¹ à�±I¾�À�¸u°�±�º¤³¢Å¢·I¸�»Ä¹�Å�²
h̄◦ Ū ½�Å¢Á

f̄
½�¾�±

´.¹�³¢Å¢Á�±�Áß¹�Å
Ū−1(∆̄0)

Ë�å�È@ì�±�Â�Â�½ ��Ën��è
F̄

½�Å¢Á
H̄

½j¾�±�´.¹�¸u°­»ÄÅ%¸u±IÆ�¾u½j´¢¿Ä±jË�¯�°¢»Ä²
·I¹�Â�Þ�¿Ä±I¸�±�²�¸�°¢±oÞ¢¾�¹(¹�º^Ë

�Õ±�à
»Ä¿Ä¿!·�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾
T−1 ½j²o¸�°¢±�Ü�¾�²}¸�¾�±I¸�³¢¾�ÅáÂ�½�Þ�¹�º

T−1
0

¸u¹Ú¸�°¢±£²�³¢´¢²¶Þ�½�·I±
X

Ë�¯�°�±�¾¶±I¸u³�¾�Å�¸u»¼Â�±,»¼²
ϕ− =

ϕ+ ◦ T−1 Ë

� � 
 ���������������� &#���7& � �����*��$ �5.
T−1 �*+ ��0(���H�* ��*+(�'� �8�5. �2��$ $��*+��5;#4*37� �2�)�*��$

¯�°¢±�´B±I°�½�ÛG»¼¹�¾|¹jº ∫
h̄(eitH̄ − 1)

»Ä²|Æ�¹<Û�±�¾¶Å¢±�Á�´%Èß¸�°¢±�ÁGÈGÅ¢½�Â�»¼·�½�¿�Þ¢¾¶¹�Þ.±�¾¶¸�»Ä±I²|¹�º
T−1 ½j¸�¸u°¢¹�²¶±,Þ�½�¾}¸u²�¹�º	¸u°¢±

Þ¢°¢½�²�±�²�Þ�½�·I±­à
°�±�¾�±�»¼¸�»Ä²£±�
(³�»¼Ûj½�¿Ä±IÅ%¸�¸�¹Ì½Ê¿Ä¹�Å¢ÆÕ²¶±�¾¶»Ä±�²�¹�º|´B¹�³�Å¢·�±I²�½�¿¼¹�Å¢ÆÊ¸u°¢±@Þ�½j¾u½�¿¼¿Ä±�¿�²�±�Æ�Â�±IÅE¸�²�¹�º�¸u°¢±
´.¹�³¢Å¢Á¢½�¾¶È�Ë�¯�°¢±I²�±£²�±`¸u²�°�½�Û�±�¸�°¢±,º¤¹�¿Ä¿¼¹ à
»ÄÅ¢Æ�²¶¸�¾�³¢·`¸u³¢¾¶±�ý�¸u°�±,ÞB¹�»ÄÅ%¸u²|º¤¹�¾|à
°¢»Ä·U°

T−1 ½�·I¸�²�½�²
n

·I¹�Å¢²�±I·�³�¸�»¼Û�±
´.¹�³¢Å¢·I±�²�¹�Å�¸u°�±|²�±IÆ�Â�±�Å%¸u²�º¤¹�¾�Â ¸dà�¹,²¶¸�¾�»ÄÞ.±�²�¹�º�²¶¿Ä¹�Þ.±�½�Þ¢Þ¢¾¶¹ ÝG»¼Â�½j¸�±�¿�È −1

Ë
T−1 Â�½jÞ¢²�¸�°¢±�²¶±|¸dà�¹,·�±I¿Ä¿Ä²�¹�Å%¸�¹

¸dà�¹�²}¸u¾�»¼ÞB±I²�¹�º!ÞB¹�²¶»¼¸�»¼Û�±�²¶¿Ä¹�Þ.±�Ë	¯�°�±RÆ�±I¹�Â�±I¸u¾}È*»¼²�Á¢±�²¶·�¾�»¼´B±IÁ�¹�Å­¸�°¢±�Ü�Æ�³¢¾¶±�´.±�¿¼¹ àoË

–0.6

–0.4

–0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

õ�¹�¾�±,Þ¢¾¶±�·I»Ä²�±I¿¼È�À.¸�°¢»Ä²ÇÜ�Æ�³¢¾¶±,½�Þ¢Þ.±�½j¾�²�º¤¹�³¢¾Ç¸�»ÄÂ�±�²Ç»ÄÅ
X

ê¤¸dà
»¼·�±�»¼Åß´.¹�¸u°ß¹�º�¸u°�±�Þ�½�¾�½�¿Ä¿¼±�¿¼¹�Æ�¾u½jÂ�²�¸�°�½j¸|Á¢±IÜ�Å�±
X

ë�ËR¯�°�±,¸u¾u½jÅ¢²¶º¤¹�¾¶Â�½z¸u»Ä¹�Å
T−1 µ¶³¢Â�Þ¢²|º¤¾�¹�Ââ¹�Å�±�²�³¢·U°Ê¾�±IÆ�»Ä¹�Å�¸u¹@½�Å¢¹j¸u°¢±I¾�À8°¢¹ à�±IÛ�±�¾�À�¸u°�±IÈ�Þ�¿�½�È�¸�°¢±,²�½�Â�±

Á�È(Å�½jÂ�»¼·�½�¿8¾¶¹�¿Ä±jË	¯�°E³¢²�À�¸u¹£²¶»ÄÂ�Þ¢¿Ä»�ºqÈ�Â�½j¸¶¸u±�¾¶²�À�à�±�Þ¢¾�±`¸u±�Å�Áß½�²
»�º�à�±�°�½�Á­¹�Å¢¿¼È�¹�Å¢±�¹�º!¸u°¢±IÂ�Ë
ó
±�·�½�¿Ä¿.¸u°�½j¸

ϕ− = ϕ+ ◦ T−1 »¼²�¸u°�±�¾�±I¸�³¢¾�Å*¸�»ÄÂ�±|¹�º
T−1

0

¸u¹
X

Ëv�|²
½�º¤³¢¾}¸u°¢±I¾�Å¢¹�¸u½j¸u»¼¹�Å�½�¿.²�»¼Â�Þ�¿Ä»¼Ü¢·�½j¸�»Ä¹�Å�à�±
»¼Æ�Å¢¹�¾¶±o¸�°�½j¸
¸u°�±�¾�±R½�¾¶±o¸dà�¹�²}¸u¾¶»ÄÞ.±�²
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Å
¸�°�½j¸Ç»¼¸�²�½j¸u»¼²¶Ü�±I²�ù�°¢±�¾¶Å¢¹ Û � ²�½<Ý�»¼¹�Â�²�º¤¾�¹�Â äöù�°¢±�è�èjé2Ë

� �




b»xÝ
ρ < 1

²¶³¢·U°�¸�°�½j¸
¸u°¢±o¸U½j»Ä¿Ä²�¹�ºb¸�°¢±R¹�¾�»ÄÆ�»ÄÅ�½�¿ ��¹�³¢Å¢Æ£¸u¹ à�±�¾�½�¾�±o´.¹�³¢Å¢Á�±�Áß´%È
cρn À.½�Å¢Á K > 0

²�³¢·U°­¸u°�½z¸
K log(ρ−1) > 4

Ë�ãdÅ�à
°�½z¸�º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
²�à�±R±�²¶²�±�Å%¸�»�½�¿¼¿¼ÈÚ·I¹�Å¢²�»¼Á¢±�¾�·�³¢¾}Û�±I²�à
»¼¸�°�¸u½�Å¢Æ�±IÅE¸ÇÛ�±I·I¸�¹�¾�²�»¼Å­¸�°¢±�³¢Å¢²¶¸u½�´¢¿¼±
·I¹�Å¢±o¹�º
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T−1 ËÕ¯!¹Ê²�±I±Ú¸u°¢»¼²,·�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾�½�Æ�¹(¹GÁÉ·I³¢¾¶Û�±@à
»�¸u°É¿Ä½�¾�Æ�±�¾�±I¸�³¢¾�ÅÉ¸�»ÄÂ�±
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½�Å¢Áü»¼¸�±�¾�½j¸u±*»�¸,´�½j·UôEà�½�¾¶Á¢²�´%È
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T−1(C)
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Leb{x ∈ C | ϕ−(T−1(x)) = i}
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Þ¢¾¶¹�´�½�´�»Ä¿Ä»�¸dÈ 3n
8i2

ê¤Å¢¹�¸u±�¸�°�½j¸ ∑3n−C2
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3n
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T−1 ½�Å¢Á�¹�´�¸u½�»ÄÅ�Ü�Å¢±�¾

½�Å�ÁßÜ�Å¢±I¾�Þ�½�¾}¸u»¼¸�»Ä¹�Å�²Ç¹jº C Ë�� ²¶±_
E³¢±�Å�·�±�¹�º	»¼Å%¸u±�Æ�±�¾�²
n0, n1, . . . , nk

»Ä²Ç¾�±`º¤±�¾�¾¶±�Á�¸�¹*½�²,Ð �(:�Ù#�!�`Ù � ÒÄÏ�»�º^À�º¤¹�¾|½j¿Ä¿
i < k
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ni+1 ∈ [ni/3 + C2, 3ni − C2]

Ë ��»¼Û�±�Åü½ßÆ�¹(¹(ÁÌ·�³�¾¶Û�±�¹�º
¾�±`¸u³¢¾¶ÅÍ¸u»ÄÂ�±
n0

À C À�½�Å¢ÁÍ½�ÅÉ½�Á¢Â�»Ä²¶²�»¼´¢¿Ä±
²¶±_
E³¢±�Å�·�±

n0, . . . , nk
À¢¿Ä±`¸

Cn0,...,nk
= {x ∈ C | ∀i 6 k, ϕ−(T−ix) = ni}.¯�°¢»¼²
»Ä²
½�²�³¢´.·�³�¾¶Û�±R¹�º C Â�½�Þ�ÞB±IÁ­´%È
T−k ¹�Å%¸u¹�½�Æ�¹(¹GÁÚ·I³¢¾¶Û�±R¹�º!¾�±`¸u³¢¾¶Å­¸�»ÄÂ�±
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C > 0

���;ÔUÖ�ØqÖ�Ð�Ø% '$�×���Ð(��Ó ;�Ð�Ù��|×>$H&(× ×C�£Ô���� I�Ï!��×>$
ØqÖ�Ï ��Ð(:�Ï �uÏ`Ø���� �
Ø0Ù�:�Ï

n0

 C Ð(�)� C ′  �Ð(�)��$�×��RÐ(��Ó K�KGÏ �*Ð �(:�Ù#�!�`Ù � ÒÄÏ � Ï AC�;Ï��3ÔUÏ n0, . . . , nk

 �Î�Ï�Ö�Ð I�Ï

C−1
6

Leb(Cn0,...,nk
)

Leb(C ′
n0,...,nk

)
6 C.

GH�u× ×>$ * ¯�°¢»¼²�º¤¹�¿Ä¿¼¹<à
²�º¤¾�¹�Â ¸u°¢±�³�Å¢»¼º¤¹�¾¶Â ±�ÝGÞ�½�Å¢²¶»Ä¹�Å�½�Å¢ÁÚ¸u°�±�´B¹�³�Å¢Á¢±�Á@Á¢»¼²¶¸�¹�¾¶¸�»Ä¹�ÅÚÞ¢¾¶¹�Þ.±�¾¶¸�»Ä±I²�¹�º
T−1 ½�¿¼¹�Å¢Æ

»�¸u²�³Gî ·�³¢¾}Û�±�²IË
ãdÅ­à
°�½j¸
º¤¹�¿Ä¿¼¹ à
²�À�à
°¢±IÅ�à�±R¸u½�¿Äô�½�´B¹�³�¸Ç»¼¸u±I¾u½j¸�»ÄÅ¢Æ£½£Æ�¹(¹GÁÚ·I³¢¾¶Û�±�À;à�±�à
»Ä¿¼¿8½�¿�à�½�È(²�Â�±�½jÅ­¸�°¢±�½�´B¹ Û�±RÞ¢¾¶¹G·I±�²¶²
¹�ºb¾�±`Ü�Å¢±�Â�±�Å%¸�ÀB½j¿Ä¹�Å¢Æ,à
»�¸u°Ú¸u°�¾�¹ à
»ÄÅ¢Æ�½�à�½�È@²¶¹�Â�±oÞ�½j¾¶¸Ç½j¸Ç±�½j·U°�²}¸u±�Þ3Ë�ÿ�¹ à�±IÛ�±�¾�À;¸u°�±�ÅE³¢Â�´B±I¾Ç¹jº�»¼¸�±�¾�½j¸u»¼¹�Å¢²
Â�½�ÈÚÁ¢±�Þ.±�Å�Á�¹�Å@¸u°�±�Þ.¹�»¼ÅE¸�¹�º C à�±R½�¾�±�·I¹�Å¢²�»¼Á¢±�¾¶»ÄÅ¢Æ�Ë	¯�°¢»Ä²
»Ä²�º¤¹�¾�Â,³¢¿Ä½j¸u±IÁÚ»ÄÅÚ¸u°�±oº¤¹�¿Ä¿Ä¹ à
»¼Å¢Æ�Á¢±`Ü�Å¢»�¸u»Ä¹�Å8Ë
�9����F
ADCEA��?F � 
���� 
 � Ï`Ø C � Ï£Ð &(× ×C��Ô���� I�Ï�×>$F�uÏ`Ø �'� �ÍØ2Ù�:�Ï

n * � Ï`Ø $ ����ØqÖ�Ï�� :�×��UÏ
A � Ï£Ð9��� � � Ï`Ø|×>$ C Ð(�)�

τ : C\A→ N * + Ö�Ï�� (A, τ)
Ù#��ÐÚ²¶¸�¹�Þ¢Þ¢»¼Å¢Æ�¸u»ÄÂ�±*×�� C Ù $

• + Ö�Ï��UÏ£ÏLK�Ù#�`Ø��
p ∈ N

����ÔUÖßØ¤Ö�Ð�Ø
3p+1 < n0

 �Î	ÙqØ¤ÖßØ¤Ö�ÏH$�×zÒqÒÄ×zÎ	Ù��'&�;)�u×!;�Ï���Ø2Ó
�
Ð�ÒqÒ�Ø¤Ö�Ï�ÔU×����3ÏUÔ`ØdÏ �­ÔU×�:<;�×JQ

�3Ï���Ø���×>$ C\A Ð(�uÏ�×>$�Ø¤Ö�Ï"$�×���: Cn0,...,nk

 	ÎbÖ�Ï��uÏ
n0 = n

 �ØqÖ�Ï � Ï AC��Ï��3ÔUÏ
n0, . . . , nk

Ù#�oÐ �(:�Ù#�!�`Ù � ÒÄÏ! �Ð(�)�
nk ∈ [3p, 3p+1 − 1] * � ����ØqÖ�Ï���:�×��uÏ! 

τ
Ù#������Ù $�×�� :�ÒhÓ*Ï AC��Ð�Ò�Ø^×

k
×�� ���;ÔUÖßÐÚÔU×�:<;�×��3Ï���Ø *

• ��Ï�Ö�Ð I�Ï
Leb(A)/Leb(C) 6 1/2 *

ÿÇ±�¾�±�¸dÈ(Þ¢»Ä·�½�¿Ä¿�È
3p � n

À!¸u°E³¢²�à�±�²¶¸�¹�ÞÍ½j¸�¸u°�±�Ü�¾¶²¶¸R¹G·I·�½�²¶»Ä¹�Åáà
°¢±�ÅÕ¸u°¢±�¾�±`¸u³¢¾¶ÅÕ¸u»¼Â�±£Á¢±I·�¾¶±�½�²¶±�²,´.±�¿¼¹<à ½
·I±�¾¶¸u½�»ÄÅ@¿¼±IÛ�±I¿sË
� �'
 0=��� � 
�����
 ã º

(A, τ)
»Ä²
½£²¶¸�¹�Þ¢Þ¢»¼Å¢Æ�¸u»ÄÂ�±�¹�Å C À¢¸u°¢±IÅ

1

2
6

Leb(C\A)

Leb(C)
6 1.

¯�°E³¢²�»¼Å�¹�³¢¾�±�²¶¸�»ÄÂ�½j¸u±I²
Leb(C\A)

½�Å�Á
Leb(C)

Â�½ È,´B±Ç¾�±IÞ¢¿�½�·I±�Á�à
»¼¸u°�±�½�·U°�¹�¸u°�±�¾�Ë �Õ±
à
»Ä¿Ä¿�¹�ºq¸u±IÅ�³¢²¶±�¸u°�»Ä²
à
»�¸u°¢¹�³G¸
Æ�»¼Û(»ÄÅ�Æ,º¤³¢¾¶¸�°¢±�¾
Á¢±`¸U½�»¼¿Ä²�Ë
ì�±I¸�³¢²�Á�±IÜ�Å¢±jÀ�»¼Å�Þ�½j¾¶¸u»¼·�³¢¿Ä½�¾�À%¸�°¢± �`ØsÐ(�)�%Ð(�L�D�`Ød×!; ;.Ù��'&,Ø2Ù�:�ÏÇº¤¹�¾�½RÆ�¹G¹(Á�·I³¢¾¶Û�± C ¹�º�¾¶±I¸u³�¾�Å�¸�»ÄÂ�±

n
Ë	ì�±I¸

p
´.±

¸�°¢±�»ÄÅ%¸u±IÆ�±�¾�º¤¹�¾|à
°¢»¼·U°
3p 6 n1/4 < 3p+1 Ë �Õ±,Þ�½j¾¶¸u»�¸u»¼¹�Å C À�»¼¸�±�¾u½z¸u± T−1 ½�Å¢Á�¸�°¢¾�¹ à ½�à�½�È�¸�°¢±,Å¢±IÆ�¿Ä»¼Æ�»Ä´¢¿¼±

Þ�½j¾¶¸u²�½�·I·�¹�¾¶Á¢»ÄÅ�Æ@¸�¹Ú¸u°¢±£Þ¢¾¶¹G·I±�²�²oÁ¢±I²�·I¾�»Ä´.±�ÁÌ½�´.¹<Û�±�Ë��Õ±�Æ�¹­¹�Åá»�¸u±I¾u½j¸�»ÄÅ¢Æ*³�ÅE¸�»Ä¿	±I»¼¸u°�±�¾�¸u°�±�¾¶±I¸�³¢¾�ÅÊ¸u»¼Â�±,¹jº
¸�°¢±�»¼Â�½�Æ�±�´B±I¿Ä¹�Å¢Æ�²Ç¸�¹�¸u°�±�»ÄÅ%¸�±�¾¶Ûj½�¿

[3p, 3p+1 − 1]
À.¹�¾Ç¸�°¢±�Å(³�Â,´B±I¾|¹�º�»¼¸u±I¾u½j¸�±�²Ç±`ÝG·�±I±�Á¢²

K log n
Ë�¯�°E³¢²|à�±

Þ¢³G¸o»ÄÅ%¸u¹
A
À8¹�Å�¸u°�±�¹�Å¢±�°�½�Å�Á8À3¸u°�±�ÞB¹�»¼Å%¸u²|¸�°¢¾�¹ à
Åá½�à�½�È�Á¢³�¾�»ÄÅ�Æ�¸u°¢»¼²�Þ¢¾¶¹G·I±�²�²IÀ�½�Å¢Á8À8¹�Å�¸u°¢±,¹j¸u°¢±I¾�°�½�Å¢Á8À

¸�°¢±o»ÄÅ%¸u±I¾¶Ûj½�¿Ä²�º¤¹�¾�à
°¢»¼·U°@¸�°¢±o¾�±`¸u³¢¾¶Å@¸�»ÄÂ�±�Á¢¹(±�²�Å¢¹j¸
¾�±�½j·U°
[3p, 3p+1 − 1]

´B±`º¤¹�¾�±
K log n

»�¸u±I¾u½j¸�»Ä¹�Å¢²IËv��Å­½�¿Ä¿
¹�¸�°¢±�¾
»¼ÅE¸�±�¾}Û�½j¿Ä²�à�±�Á�±IÜ�Å¢±

τ
½�²�¸u°¢±�Ü�¾¶²¶¸Ç¹(·�·�½j²�»Ä¹�Å@à
°�±�Å@¸u°¢±o¾�±`¸u³¢¾¶Å­¸�»ÄÂ�±�´.±�¿Ä¹�Å¢Æ�²�¸u¹

[3p, 3p+1 − 1]
Ë

= �	�?> �?@BADCEA%�?F � 
��'57
 + Ö�Ï �`ØsÐ(�)�%Ð(� � �`Ød×!; ;.Ù��'&�Ø2Ù�:�Ï
(A, τ)

�(ÏLK �3Ï ��Ø¤Ö(Ù#�RÎ�Ð�Ó�Ù#��Ù��)�(ÏUÏ �@Ð �`Ød×!; ;.Ù��'&�Ø2Ù�:�Ï�Ù $
n

Ù#��Ò�Ð(� &(Ï�Ï��3×�� &zÖ * � �'�`ØqÖ�Ï�� :�×��uÏ! 
Leb(A)/Leb(C) 6 n−1/5 *

GH�u× ×>$ * ¯�°¢±o¹�Å¢¿�È*Å¢¹�ÅGî ¸�¾�»¼Û(»Ä½�¿3·I¹�Å¢Á¢»�¸u»Ä¹�Å*¸u¹£´B±�Û�±�¾�»�Ü�±�Á­»Ä²
Leb(A)/Leb(C) 6 n−1/5 Ë

ì�±I¸�³¢²�Ü�¾¶²¶¸�±�²¶¸�»ÄÂ�½j¸u±*¸�°¢±@Â�±�½�²�³�¾�±@¹�º�Þ.¹�»¼ÅE¸�²�¸u°¢¾¶¹<à
Å�½�à�½�ÈüÁ¢³�¾�»ÄÅ�Æá¸�°¢±@¾�±IÜ¢Å¢±�Â�±�Å%¸�Þ¢¾�¹(·�±I²�²�Ë �Ì±@à
»Ä¿¼¿
Á¢±IÅ¢¹�¸�±�¸�°¢»Ä²�²¶±I¸Ç´%È

A0(⊂ A ⊂ C)
Ë

�Ç¹�Â�½j¸¶¸u±I¾�à
°¢»¼·U°�Þ¢°�½�²¶±�¹�º�¸�°¢±�»¼¸�±�¾�½j¸u»¼¹�ÅRà�±�·�¹�Å¢²�»¼Á¢±�¾IÀ�¸u°¢±�¾�±I¸�³¢¾�Å,¸�»ÄÂ�±�»¼²
> n1/4 À�¸u°E³¢²IÀE½�·�·I¹�¾�Á¢»¼Å¢Æ|¸�¹£ê��a��ë�À

¸�°¢±�ÞB¹�»ÄÅ%¸u²|¸�°¢¾�¹ à
Åá½�à�½�Èß¹G·I·�³¢Þ%È�½z¸�Â�¹�²¶¸o½
Cn−1/4 Þ¢¾¶¹�ÞB¹�¾¶¸u»¼¹�Å�¹�º	¸�°¢±�·�¹�Å¢²�»¼Á¢±�¾¶±�ÁÊ»ÄÅ%¸u±I¾¶Ûj½�¿2Ëoÿ�±�Å�·�±�À�´%È

´.¹�³¢Å¢Á�±�ÁßÁ�»Ä²¶¸�¹�¾¶¸�»Ä¹�Å3À(¸�°¢±oÞ¢¾�¹�Þ.¹�¾}¸u»Ä¹�ÅÚ¹�º
A0

»¼Å C »Ä²
½j¸
Â�¹�²¶¸
Cn−1/4K log n 6 n−1/5 º¤¹�¾

n
¿�½j¾�Æ�±�±IÅ¢¹�³¢Æ�°3Ë

��ç



ã ¸�¾�±IÂ�½j»ÄÅ¢²b¸�¹o´B±�²¶°¢¹ à
Å�¸u°¢½j¸	¸u°¢±
¹ Û�±I¾u½�¿¼¿¢Â�±�½�²¶³¢¾�±
¹�º;¸u°�±Ç»¼Å%¸u±�¾}Ûj½�¿Ä²b¸�°�½j¸�Á¢¹oÅ¢¹�¸�¾¶±�½�·U°
[3p, 3p+1−1]

´.±Iº¤¹�¾¶±
K log n

»�¸u±I¾u½j¸�»Ä¹�Å¢²|»Ä²�²�Â�½�¿¼¿sË �Õ±£°�½�Û�± C = A0 ∪
⋃ Ci

À�à
°¢±I¾�±�±�½�·U° Ci

»¼²�¹�º�¸u°¢±�º¤¹�¾¶Â Cn0,...,nk

º¤¹�¾�²¶¹�Â�±
½�Á�Â�»¼²�²�»¼´¢¿Ä±R²�±�
(³�±�Å¢·I±

n0, . . . , nk
À8à
»¼¸u°

k 6 K log n
À�½�Å¢Á

nk < 3p+1 à
°�±�Å¢±`Û�±�¾
k < bK log nc Ë�¯�°(³�²�»�¸

»¼²�±�Å¢¹�³�Æ�°�¸u¹Ú±�²}¸u»¼Â�½j¸�±�¸u°�±�Â�±�½�²�³¢¾¶±�¹�º Ci
îd²|à
»�¸u°

τCi
= k = bK log nc Ë,ì�±I¸ C ′ ´B±�¹�Å¢±�¹�º�¹�³¢¾F�`ØsÐ(�)�%Ð(�L�

·I³¢¾¶Û�±�²�¹�ºÇ¾�±I¸�³¢¾�ÅÉ¸�»ÄÂ�±
n
Ë �Õ±@½�Þ¢Þ¢¿�ÈÕ¸�°¢±Ú²u½�Â�±*·I¹�Å¢²¶¸�¾�³¢·`¸u»¼¹�ÅÉ¸u¹ C ′ À�½�Å¢ÁÉÆ�±`¸�½�²�»ÄÂ�»Ä¿Ä½�¾oÁ¢±�·I¹�Â�ÞB¹�²¶»¼¸�»Ä¹�Å

C ′ = A′
0 ∪
⋃ C ′

i

Ë 
;³�¾¶¸u°�±�¾�Â�¹�¾¶±�À¢´%È@ì�±�Â�Â�½,ø¢ËöèGÀ Leb Ci

Leb C′
i
6 C

Ë
ó
±�·�½�¿Ä¿3¸�°�½j¸
¸u°�±�²}¸U½�Å�Á�½�¾�Á­·�³�¾¶Û�±I²|¹�º!¾�±`¸u³¢¾¶Å�¸�»ÄÂ�±

n
º¤¹�¿Ä»Ä½j¸u±|¸�°¢±oÂ�½ µ¶¹�¾�Þ�½�¾}¸

M ′
n

¹�º�¸u°¢±�²¶¸�¾�»ÄÞ.±
Mn

êqà
°¢±�¾¶±
µ(M ′

n)/µ(Mn) = 1 + O(1/n)
ë`Ë 
�¹�¾�½�ÜGÝ�±IÁ

i = (n0, . . . , nk)
·�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾

Bi

¸�°¢±,²¶³¢´¢²�±`¸o¹�º�¸u°¢±�²¶¸u¾¶»ÄÞ.±
Mn¸�°�½j¸�·�¹�¾�¾�±I²�Þ.¹�Å¢Á¢²	¸�¹o¸�°¢±�³¢Å¢»¼¹�Å£¹�º.²�³¢·U° C ′

i

îd²�º¤¹�¾	½j¿Ä¿G¸�°¢±
²¶¸u½�Å¢Á�½�¾¶Á£·�³¢¾}Û�±�²�¹�ºB¾�±`¸u³¢¾¶Å£¸�»ÄÂ�±
n
Ëk�|²	¸u°�±�Á¢±�Å¢²¶»¼¸dÈ

¹�º
µ

¹�Å
Mn

»¼²�´.¹�³¢Å¢Á¢±IÁá½ à�½�È�º¤¾�¹�Â
0
ÀBà�±£Æ�±`¸ Leb(Ci)

Leb(C)
6 C µ(Bi)

µ(M ′
n)

Ë 
b»�Ý
B

½�²�¸u°�±�³¢Å¢»Ä¹�Å�¹�º�½�¿Ä¿
Bi

î ²�à
»¼¸u°
τi = bK log nc Ë � °¢±�ÅÊÞ¢³¢¿¼¿Ä±IÁ�´�½�·Uôß¸�¹*¸u°¢± ��¹�³�Å¢ÆÚ¸u¹ à�±I¾�À8¸�°¢±�Þ¢¾¶±�»ÄÂ�½�Æ�±I²�¹�º�¸u°�±�ÞB¹�»¼Å%¸u²�¹�º

B
½�¾¶±£½�¿Ä¿b½j¸

°¢±I»ÄÆ�°%¸�½j¸Ç¿Ä±�½�²¶¸
K logn

Ë ��²
π∗

X(µ∆̄) = µ
À¢à�±RÆ�±`¸

µ(B) 6 CρK log n = O(1/n4)
´%È@¹�³¢¾
·U°¢¹�»¼·�±�¹�º

K
Ë �|²

µ(M ′
n) ∼ C/n3 À�à�±�Â�½�È*Þ�³�¸�½�¿Ä¿.¸u°¢±I²�±�±�²¶¸�»ÄÂ�½j¸u±I²�¸u¹�Æ�±I¸u°�±�¾�¸u¹£·�¹�Å¢·�¿¼³¢Á¢±�¸u°�½z¸

∑
τi=bK log nc Leb(Ci)

Leb(C)
= O(1/n).

¯�°¢»¼²
·�¹�Â�Þ¢¿Ä±`¸u±I²�¸u°¢±oÞ¢¾¶¹G¹�º!¹�º�¸u°¢±oÞ¢¾¶¹�Þ.¹�²�»�¸u»Ä¹�Å8Ë
ãdÅ,¸�°¢±�Å¢±�Ý(¸	Þ¢¾�¹�ÞB¹�²¶»¼¸�»Ä¹�Åoà�±�·�¹�Å¢²¶»ÄÁ¢±I¾�²¶¸u½�Å¢Á�½j¾�Á,·I³¢¾¶Û�±�² C ½�Å¢Á�³¢²¶±�¸u°¢±�Å¢¹�¸u½j¸u»¼¹�Å

(AC, τC)
º¤¹�¾�¸u°¢±I»Ä¾!²¶¸U½jÅ¢Á�½�¾¶Á

²}¸u¹�Þ¢Þ�»ÄÅ¢Æ­¸u»ÄÂ�±�²IË �Ì±�Á¢±IÜ�Å�±Ú½�²¶³¢´¢²�±`¸�¹�º�¸�°¢±�Þ¢°¢½�²�±�²�Þ�½�·I±�À�½­²�³¢»�¸U½�´¢¿¼±�³�Å¢»Ä¹�ÅÕ¹�º�²¶³¢´B·I³¢¾¶Û�±�²�¹�º�²¶¸U½jÅ¢Á�½�¾¶Á
·I³¢¾¶Û�±�²�ÀG½�²

Y =
⋃

C(C\AC)
Ë �Ì±�½�¿Ä²¶¹�·�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾b¸�°¢±
å�»Ä¾¶ôE°¢¹�
�²�³¢Â ¹�º

h
à
»�¸u°,¾¶±�²�Þ.±�·`¸	¸u¹

T−1 ³¢Þ,¸�¹�²¶¸U½jÅ¢Á�½�¾¶Á
²}¸u¹�Þ¢Þ�»ÄÅ¢Æ�¸u»¼Â�±jÀ¢»sË ±�Ë�À�à�±�Ü�Ý

H(x) =
∑τC(x)−1

k=1 h(T−kx)
º¤¹�¾

x ∈ Y
Ë

= �	�?> �?@BADCEA%�?F � 
���I7
 ��Ï�Ö�Ð I�Ï
∫

∆̄

h̄(eitH̄ − 1) =

∫

Y

h(eitH − 1) +O(t).

¯�°¢»¼²�Þ¢¾¶¹�ÞB¹�²�»¼¸�»Ä¹�ÅRÞ¢¿�½�È(²�½�·I±�Å%¸u¾�½�¿�¾¶¹�¿Ä±�½�²b»�¸	½�¿¼¿Ä¹ à
²�³¢²�¸u¹�»¼Å%Û�±�²}¸u»¼Æ%½j¸u±jÀ�»ÄÅ�²¶¸u±�½�Á,¹�º ∫
∆̄
h̄(eitH̄ −1)

ê2½�
E³�½jÅE¸�»¼¸dÈ
¸�°�½j¸!Á¢±�Þ.±�Å¢Á�²�Ð ;)�`Ùs×���Ù8¹�Å�¸�°¢±�·U°¢¹�»Ä·�±�¹�ºG¸u°¢± ��¹�³¢Å¢Æ
¸u¹ à�±�¾Uë�À%½�ÅR±`ÝGÞ¢¾�±I²�²¶»Ä¹�Å�à
°�»Ä·U°�»¼²!Â�³¢·U°�±�½�²�»¼±�¾�¸u¹Ç°�½�Å¢Á¢¿¼±�À
½�²
»�¸
»Ä²�·�¹�Â�Þ¢¿¼±I¸�±�¿¼È�±`ÝGÞ¢¿¼»Ä·I»¼¸u¿�È�Æ�»¼Û�±IÅ@»ÄÅÚ¸u±I¾�Â�²Ç¹jº!¸�°¢±oÞ¢°�½�²¶±�²¶Þ�½�·I±RÆ�±I¹�Â�±I¸u¾}È�Ë
GH�u× ×>$ * ì�±I¸
³¢²Ç²�°�¹<à>Ü�¾�²}¸
¸u°�½j¸

∫

∆̄

h̄(eitH̄ − 1) =

∫

π−1
X (Y )

h̄(eitH̄ − 1) +O(t).
ê�� � ë

ù�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾
A = X\Y Ë
¯�°¢±R²�±`¸

A
·I¹�Å¢²¶»Ä²¶¸�²|¹�ºb¸dà�¹*Þ¢½�¾¶¸�²�Ë
ã ¸|·I¹�Å%¸U½�»¼Å¢²�À.¹�Å­¸u°¢±R¹�Å¢±�°¢½�Å¢Á8À;¸u°¢±RÞB¹�»ÄÅ%¸u²�¸u°¢½j¸

½�¾¶±|Å¢¹j¸�·I¹<Û�±�¾¶±�Á@´%È�²}¸U½�Å�Á�½�¾�Á�·�³¢¾}Û�±�²
½jÅ¢Á8À(¹�Å�¸u°�±|¹�¸�°¢±�¾�°�½�Å¢Á3ÀG¸u°�¹�²�±�·�¹�Å%¸U½j»ÄÅ¢±IÁ*»ÄÅ
AC

º¤¹�¾�²�¹�Â�±�²¶¸U½jÅ¢Á�½�¾¶Á
·I³¢¾¶Û�± C Ë�¯�°¢±�²¶±�¸dà�¹�²¶±I¸u²�à
»¼¿Ä¿8´.±�¾�±`º¤±�¾�¾¶±�Á­¸u¹�½�²

A1

½�Å¢Á
A2

À¢¾¶±�²¶ÞB±I·I¸u»�Û�±I¿¼È�Ë
�Õ±�·�¹ Û�±�¾*¸u°�±�²�±`¸

A1 ∩ {ϕ− = n} ´%È ¸dà�¹Íº¤³¢¾}¸u°¢±I¾*²�±`¸u²�À
¸u°�±ßÜ�¾�²}¸Ú¹�Å¢±ß·�¹�Å%¸U½j»ÄÅ¢»¼Å¢ÆÌÞ.¹�»ÄÅ%¸�²�¸u°�½z¸*²�¿¼»ÄÁ¢±
½�¿¼¹�Å¢ÆÕ½Õ²¶±�Â�»�îd·I»Ä¾¶·�¿Ä±áê¤¹�º�¾¶±I¸u³�¾�Å ¸�»ÄÂ�±

n
À�¸u°¢»¼²�»¼²£¹�º�Â�±�½�²¶³¢¾�±

O(1/n4)
ë`À
½jÅ¢Á ²¶±�·�¹�Å¢Á¢¿¼Èü¸�°¢±ßÞ�½j¾¶¸�¹�º

MnÅ¢¹j¸*·�¹ Û�±�¾�±IÁð´%È�²}¸U½�Å�Á�½�¾�Á ·�³¢¾}Û�±�²IÀ�¸u°¢»¼²�¿Ä½j¸u±I¾�°�½�Û(»ÄÅ�ÆÌÂ�±�½�²¶³¢¾�±
O(1/n4)

½�²�à�±I¿Ä¿2Ë��|¿¼¸�¹�Æ�±`¸u°¢±I¾�à�±ß°�½�Û�±
µ(A1 ∩ {ϕ− = n}) = O(1/n4)

Ë
��·I·�¹�¾¶Á¢»ÄÅ¢ÆÇ¸u¹&�	¾�¹�Þ.¹�²�»�¸u»¼¹�Åoø¢Ën�,�GÀzà�±�°¢½ Û�±

Leb(AC)/Leb(C) 6 n−1/5 à
°¢±IÅ¢±IÛ�±�¾
n
Àj¸�°¢±�¾¶±I¸�³¢¾�Å�¸u»ÄÂ�±�º¤¹�¾ C À�»Ä²¿Ä½�¾�Æ�±	±IÅ¢¹�³¢Æ�°8ËbãdÅ%¸u±IÆ�¾u½z¸u»ÄÅ�Æ�¹�Åo¸u°�±�¾¶±�¿¼±IÛj½�Å%¸�²¶¸U½jÅ¢Á�½�¾¶Á�·�³�¾¶Û�±I²!à�±�¹�´�¸U½�»¼Å

µ(A2∩{ϕ− = n}) = O(1/n3+1/5)
Ë

���



��¿¼¸u¹�Æ�±I¸�°¢±�¾�à�±R°¢½ Û�±
µ(A ∩ {ϕ− = n}) = O(1/n3+1/5).

ê)���%ë

�¹�¾
½�Å%È

1/p+ 1/q = 1
à�±o°�½�Û�±

∣∣∣∣∣

∫

π−1
X (A)

h̄(eitH̄ − 1)

∣∣∣∣∣ 6
∫

1π−1
X (A)|h̄|t|H̄| 6 |t|

(∫
(1π−1

X (A)|h̄|)p

)1/p(∫
|H̄|q

)1/q

.

ó
±�·�½�¿Ä¿bº¤¾¶¹�Â ì�±IÂ�Â�½ ��Ë�� è*¸u°�½z¸�¸u°¢±,º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å
H̄

´B±I¿Ä¹�Å¢Æ�²|¸u¹
Lq º¤¹�¾�½�Å%È

q < 2
À8à
°¢»Ä¿¼±@ê����%ë|»ÄÂ�Þ¢¿Ä»¼±�²
¸u°�½z¸

∫
(1π−1

X (A)|h̄|)p ÀG´B±I»ÄÅ¢Æ,±�
E³�½�¿B¸�¹ ∫
X

1A|h|p
ÀG»Ä²�Ü�Å¢»¼¸�±�º¤¹�¾

p < 2 + 1/5
Ë �Õ±�·�½jÅ*¸u°E³¢²�¸u½�ô�±

p = 2 + 1/10
½�Å¢Á

q = (1 − 1/p)−1 À�¸�¹�¹�´�¸U½�»¼ÅÕê�� � ëUË
�Ç¹<àoÀ�¸�¹�·I¹�Â�Þ¢¿Ä±`¸u±�¸u°�±�Þ¢¾�¹(¹�º^À�à�±RÅ�±�±�Á@¸u¹�²�°�¹<à>¸u°�½z¸

∫

π−1
X (Y )

h̄(eitH̄ − 1) =

∫

π−1
X (Y )

h̄(eitH◦πX − 1) +O(t).
ê���ç�ë

ù�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾ Ci

À�½*·�¹�Å¢Å¢±�·`¸u±IÁÕ·I¹�Â�Þ.¹�Å¢±IÅ%¸�¹�º C\AC
À3à
°¢±�¾¶± C »Ä²�½*²¶¸U½jÅ¢Á�½�¾¶Á�·�³¢¾}Û�±£¹�º�¾�±`¸u³¢¾¶ÅÊ¸�»ÄÂ�±

n
ËR¯�°�±�Å

¸�°¢±*²¶¸�¹�Þ¢Þ¢»¼Å¢Æß¸�»ÄÂ�±�¹�Å Ci

»¼²,½�ÅÉ»¼Å%¸u±�Æ�±�¾
τi < K log n

²�³¢·U°É¸u°¢½j¸ Di = T−τi(Ci)
»¼²,½ßÆ�¹G¹(ÁÍ·�³�¾¶Û�±jÀ	à
»¼¸u°

¾¶±I¸u³�¾�Å@¸u»ÄÂ�±�»¼Å@¸�°¢±o»ÄÅ%¸u±I¾¶Ûj½�¿
[n1/4/3, 3n1/4]

Ë
� �'
 
 0 � 
�� � 
 + Ö�Ï��uÏ£ÏLK�Ù#�`Ø%�,Ð­ÔU×��=�`ØsÐ(��Ø

C
����ÔUÖ�Ø¤Ö�Ð�Ø� /$�×��,Ð(��Ó�Ò�Ð(� &(Ï�Ï��3×��(&zÖ�Ù���Ø^Ï &(Ï��

n
 &�ÙDI�Ï��áÐ(��ÓD&(× ×C�

Ô��'� I�Ï D ×>$B�UÏ`Ø��'���üØ0Ù�:�Ï ∈ [n1/4/3, 3n1/4]
 |ØqÖ�Ï�;�×zÙ���Ø�� $�×��£ÎbÖ(ÙsÔUÖáØ¤Ö�Ï �uÏ`Ø���� �üØ2Ù�:�Ï�Ù��3Ô��uÏ�Ð�� Ï!��Ð � ×JI�Ï n1/2Î	ÙqØqÖ(Ù��

K log n
ÙqØ^Ï��¶Ð�Ø0Ùs×��=��×>$

T−1 × ÔUÔ��	;.Ó,�uÏ`Ò�Ð�Ø2ÙDI�Ï :�Ï�Ð����'�uÏoÒÄÏ!�!��ØqÖ�Ð(�
Cn−1/4 Ù�� D *

GH�u× ×>$ * ¯�°¢±�Â�½�Þ
T−1 ²u½z¸u»Ä²}Ü�±�²Úù�°¢±�¾¶Å¢¹ Û � ²­½zÝG»Ä¹�Â�²�À�´%È äöõß½j¾u÷�ø�é2Ë�ù�¹�Å¢²¶±_
E³¢±IÅE¸�¿¼È�À|à�±�·�½�Åð³¢²¶±üäöù�°¢±�è�è�À

¯�°¢±I¹�¾�±IÂ �GËn��é2À�à
»¼¸�°
δ = Z[D,D, 0]−1/σ/n1/σ Ë
¯�°¢»¼²Ç¸�°¢±�¹�¾�±�ÂÃ»¼²Ç»¼Å�º0½�·`¸|²}¸U½j¸�±�Á­º¤¹�¾|ì �|õ�²�À.´¢³�¸|»¼¸u²
Þ¢¾¶¹G¹jº

·�½�Å�´.±o²¶¸�¾u½�»¼Æ�°%¸�º¤¹�¾}à�½�¾¶Á¢¿¼È�½�Á�½jÞ�¸u±IÁ­¸�¹�Á�±�½�¿8à
»�¸u°@Â�½jÅ¢»¼º¤¹�¿¼Á¢²�·I¿Ä¹�²¶±�¸u¹�¸u°¢±o³¢Å�²¶¸U½j´¢¿Ä±oÁ¢»¼¾�±�·`¸u»¼¹�Å8Ë
�Õ±|¹�´G¸U½�»¼Å*½RÁ�±�·�¾¶±�½�²¶»ÄÅ¢Æ�²�±_
E³¢±IÅ¢·�±

W 1
0 ⊃ W 1

1 ⊃ · · · ⊃ W 1
bK log nc

¹�º8²�³¢´¢²¶±I¸�²�¹�º D ²¶³¢·U°*¸u°¢½j¸�À(»¼º8à�±�Á¢±IÅ¢¹�¸�±
´%È

Sing
¸�°¢±o²�±I¸Ç¹�º!²�»¼Å¢Æ�³¢¿Ä½�¾�»�¸u»¼±�²�¹jº

T−1 À

∀c > 0, ∀0 6 p 6 K logn, Leb{x ∈ W 1
p | dist(T−px, Sing) 6 cn−1} 6 Ccn−1 ê)���%ë

ê¤´EÈ �v
E³�½j¸�»Ä¹�ÅÕê)��ËM��ë�»ÄÅáäöù�°�±�è�èjé�ë`À;½jÅ¢Á

∀0 6 p 6 K logn, Leb(W 1
p \W 1

p+1) 6
C

n
Leb(D)

ê���è�ë
ê0å�Èáê0»�Û�ë`À�ê)��Ë � ë�»ÄÅáäöù�°�±�è�è�é�½jÅ¢Á�¹�³¢¾�·U°¢¹�»¼·�±o¹�º

δ
ë�Ë

�Ç¹�¸u±�¸�°�½j¸R¸u°¢±*¾¶±�²¶³¢¿¼¸�²,¹�º�äæù�°¢±�è�èzé�»ÄÂ�Þ¢¿�È�¸u°�½z¸@ê����%ë�°¢¹�¿ÄÁ¢²�º¤¹�¾R¸�°¢±*Á¢»¼²¶¸U½jÅ¢·�±�Â�±�½�²�³¢¾¶±�ÁÉ»¼ÅÌ¸u°¢±
p
îdÂ�±I¸�¾�»¼·�Ë

ÿÇ¹<à�±IÛ�±�¾IÀ3à�±�½�¾�±�»ÄÅß½�¾¶±�Æ�»¼¹�Åß¹jº
X

à
°�±�¾�±
cos θ

»¼²Ç´.¹�³¢Å�Á¢±�Á�½�à�½�È­º¤¾¶¹�Â
0
ÀB½�Å¢Á­¸u°¢±�²¶¸u½�´¢¿Ä±R½�Å¢Á�³¢Å¢²}¸U½�´¢¿¼±

·I¹�Å¢±�²,½�¾�±�´B¹�³¢Å¢Á¢±IÁÉ½�à�½�Èáº¤¾�¹�Â ¸�°¢±�Û�±�¾¶¸�»Ä·�½�¿�Á¢»Ä¾¶±�·I¸�»Ä¹�Åá´%È �	¾¶¹�ÞB¹�²�»¼¸�»Ä¹�Å �GË���Ë­ÿ�±IÅ¢·�±jÀ�»¼¸R»Ä²�±_
E³¢»�Ûj½�¿Ä±IÅE¸�¸u¹
°�½�Û�±*ê)���%ë�º¤¹�¾�¸�°¢±

p
îdÁ�»Ä²¶¸u½�Å¢·I±�¹�¾�º¤¹�¾�¸u°¢±�³�²�³�½�¿�Á¢»¼²¶¸u½�Å¢·�±jË

ã º
T−p(x)

°�½j²o½@¾¶±I¸�³¢¾�Å�¸u»¼Â�±
> n1/2 À8¸�°¢±�Å T−px

»¼²�½j¸�½*Á¢»¼²¶¸u½�Å¢·�±�½j¸�Â�¹�²}¸
Cn−1 ¹�º

Sing
Ë�ÿ�±�Å�·�±�À�¸u°�±

Þ.¹�»ÄÅ%¸
x
´.±�¿Ä¹�Å¢Æ�²�¸�¹�¹�Å¢±�¹�º�¸u°¢±�²¶±I¸�²
à
°�¹�²�±oÂ�±�½�²¶³¢¾�±�»¼²�´B¹�³¢Å¢Á¢±IÁ­»¼Åáê�����ë�½�Å¢ÁÕê���è%ë�Ë�¯�°¢»¼²�Æ�»�Û�±�²Ç½,Â�±�½�²¶³¢¾�±

½j¸ÇÂ�¹�²¶¸
C log nn−1 Ë �G»ÄÅ�·�±

Leb(D) > Cn−1/2 À¢¸�°¢»Ä²�Þ�¾�¹ Û�±I²Ç¸�°¢±o¿Ä±�Â�Â�½�Ë
¯�°¢»¼²�¿¼±�Â�Â�½�½�Þ¢Þ¢¿¼»Ä±I²�¸�¹ Di

Ë�ì�±I¸�³�²�à
¾�»�¸u± Ci = C1
i ∪C2

i

ÀEà
°¢±�¾¶± C2
i

·I¹�¾�¾¶±�²�Þ.¹�Å¢Á�²�¸u¹,Þ.¹�»¼ÅE¸�²�à
°¢»¼·U°*Æ�¹�¸�¹ Di

À
½�Å�Áß¸u°¢±IÅ�¾�±�½�·U°�½�¾¶±I¸�³¢¾�Åß¸�»ÄÂ�±

> n1/2 »ÄÅ�½�¸u»¼Â�±o²�°�¹�¾¶¸�±�¾�¸�°�½�Å
K log n

Ë
ã ¸�²�½j¸u»¼²¶Ü�±I²
Leb(C2

i )/Leb(Ci) 6

Cn−1/4 ´EÈÚì�±IÂ�Â�½,ø¢Ë���ø¢Ë

��è



ì�±I¸
Y1 =

⋃ C1
i

½�Å¢Á
Y2 =

⋃ C2
i

Ë �G»¼Å¢·�±
µ(Y2 ∩ {ϕ− = n}) = O(1/n3+1/4)

À¢¸�°¢±�Þ¢¾¶¹G¹�º!¹�º�ê)� � ë�½�Þ�Þ¢¿Ä»¼±�²�½�Å�Á
Æ�»�Û�±I²

∫

π−1
X (Y2)

h̄(eitH̄ − 1) = O(t);

∫

π−1
X (Y2)

h̄(eitH◦πX − 1) = O(t).

� �'
 0=��� � 
 � �7
 ��¹�¸�±�¸�°�½j¸
H ◦ πX

´.±�¿¼¹�Å¢Æ�²�¸u¹
Lq º¤¹�¾R½�Å%È

q < 2
½�²�»�¸o»Ä²�²�Â�½�¿Ä¿¼±�¾�¸�°�½�ÅÍ½Úº¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�ÅÕ¸�¹

à
°¢»¼·U°ßì�±IÂ�Â�½ ��Ë�� è£½�Þ¢Þ¢¿¼»Ä±�²IË
ÿÇ±�Å¢·I±�À;»¼¸
»¼²�²�³�þ�·�»¼±�Å%¸
¸u¹�Þ¢¾�¹ Û�±�ê)�%ç�ë�¹�Å

π−1
X (Y1)

Ë�ì�±I¸Ç³¢²�à
¾�»�¸u±
π−1

X (Y1) = Z1 ∪ Z2

à
°¢±�¾¶±

Z1 = {x ∈ π−1
X (Y1) | ω(x) < K log(ϕ−(πXx))}

½�Å�Á
Z2 = π−1

X (Y1)\Z1
Ë 
�¹�¾

n > 0
À

µ∆̄{x ∈ Z2 | ϕ−(πXx) = n} 6 µ∆̄{x ∈ ∆̄, ω(x) > K log n} = O(1/n4).
ÿÇ±�Å¢·I±�À�à�±�Æ�±`¸
¹�Å¢·�±R½�Æ%½j»ÄÅ ∫

Z2
h̄(eitH̄ − 1) = O(t)

½jÅ¢Á ∫
Z2
h̄(eitH◦πX − 1) = O(t)

Ë
��Å

Z1∩{ϕ−◦πX = n} À ¸�°¢±�º¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�Å¢² H̄ ½�Å¢Á
H◦πX

Á¢»�
3±I¾�´%È�½j¸�Â�¹�²}¸ ‖f0‖∞K log nn1/2 ê0·I¹�¾�¾¶±�²¶ÞB¹�Å�Á¢»ÄÅ¢Æ
¸�¹�½j¸
Â�¹�²}¸

K log n
»¼¸�±�¾u½z¸u»Ä¹�Å¢²�à
»¼¸�°­½£¾¶±I¸�³¢¾�Å@¸u»¼Â�±

< n1/2 ë`Ë�ÿÇ±�Å¢·I±�À
∣∣∣∣
∫

Z1

h̄(eitH̄ − 1) − h̄(eitH◦πX − 1)

∣∣∣∣

6 |t|
∫

Z1

|h̄||H̄ −H ◦ πX | 6 C|t|
∑

n

µ{ϕ− = n}n log nn1/2
6 C|t|

²¶»ÄÅ¢·I±
µ{ϕ− = n} = O(1/n3)

Ë	¯�°¢»¼²
Þ¢¾�¹ Û�±I²,ê)�%ç�ëUÀ;½�Å¢Á­·�¹�Å�·�¿Ä³�Á¢±�²�¸u°�±�Þ�¾�¹(¹�ºb¹jº �	¾�¹�ÞB¹�²¶»¼¸�»Ä¹�Å*ø�Ën�,�GË

� �
� ��+8;(&(& � � � �,;(+#! �5+
H

¯�°¢±R½�»¼Â ¹�º�¸u°�»Ä²�²�³�´¢²�±I·I¸u»¼¹�Åß»¼²�¸u¹£±�²}¸u»¼Â�½j¸�±|¸u°�±R½�Û�±�¾u½jÆ�±R¹jº!¸�°¢±�º¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å
H

¹�Å�½�Æ�¹(¹GÁÚ·I³¢¾¶Û�± C ¹�º!¾�±`¸u³¢¾¶Å
¸�»ÄÂ�±

n
Ë �Õ±�¹�´�¸U½�»¼Å*¸u°¢±�º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ�Æ,³¢Þ¢Þ.±�¾
´.¹�³¢Å¢Á8ý

= �	�?> �?@BADCEA%�?F � 
�� �7
 � Ï`Ø
s ∈ [1, 2) * � ×��=�`Ù��(Ï��RÐ &(× ×C��Ô��'� I�Ï C ×>$��uÏ`Ø���� �áØ2Ù�:�Ï

n0

 
Ð(�)�@Ð �`Ø^×!; ;.Ù��'&*Ø0Ù�:�Ï
(A, τ)

×�� C * + Ö�Ï�� ∫
C\A
∑τ(x)−1

k=0 |h(T−kx)|s

Leb(C\A)
6 C(s)ns

0,

ÎbÖ�Ï��uÏoØqÖ�Ï�ÔU×��=�`Ø Ð(��Ø
C(s)

�(Ï ;�Ï��)���,×���ÒhÓ@×��
s *

ì�±I¸�³¢²�Ü�ÝÉ²�¹�Â�±ÚÅ¢¹�¸u½j¸u»¼¹�ÅÌÜ�¾¶²¶¸�Ëü¯�°¢±I¾�±@»Ä²£½jÅ�»¼Å%¸u±�Æ�±�¾
p0

²�³¢·U°ü¸u°¢½j¸�¸u°¢±@¾¶±I¸u³�¾�Åü¸u»ÄÂ�±
n0

º¤¹�¾�¹�³¢¾�Æ�¹(¹GÁ
·I³¢¾¶Û�± C ´.±�¿¼¹�Å¢Æ�²
¸u¹

[3p0, 3p0+1 − 1]
Ë|å�È�¸�°¢±�Á¢±`Ü�Å¢»�¸u»Ä¹�Åß¹�º	²}¸u¹�Þ�Þ¢»ÄÅ¢Æ�¸u»ÄÂ�±�²IÀ�¸u°¢±I¾�±,±�Ý�»¼²¶¸�²�½�Å¢¹j¸u°¢±I¾|»ÄÅ%¸�±�Æ�±I¾

p1 < p0

²�³¢·U°�¸�°�½j¸�À�º¤¹�¾�½�Å%È
x ∈ C\A À

ϕ−(T−τ(x)(x)) ∈ [3p1, 3p1+1 − 1]
ËH�Ç¹<à ·I¹�Å¢²¶»ÄÁ¢±I¾|½�Åß»ÄÅ%¸u±I¾�Â�±�Á¢»Ä½j¸u±

p
À
p1 < p ≤ p0

Ë�ãdÅ�¸�°¢±�·I¹�³¢¾�²¶±,¹�º�¸�°¢±,Þ¢¾¶¹G¹jº�Ü�¾�²}¸|à�±,»ÄÅ%Û�±�²¶¸�»ÄÆ%½z¸u±�ÀB»ÄÅß½�²�±I¾�»¼±�²�¹�º�¿Ä±�Â�Â�½�²�À�à
°�½j¸|°�½�Þ¢Þ.±�Å�²
à
°¢»¼¿Ä±|¸�°¢±�¾¶±I¸u³�¾�ÅÚ¸u»¼Â�±�Á¢±�²¶·�±�Å�Á¢²Çº¤¾¶¹�Â

[3p, 3p+1 − 1]
¸u¹

[3p−1, 3p − 1]
Ë	¯�°¢±IÅ­à�±�²�³¢Â ³¢ÞÚº¤¹�¾

p1 < p ≤ p0

Ë
ãdÅ�¸�°¢±
Ü�¾�²}¸�Þ�½�¾}¸�¹jº3¸u°�±|Þ¢¾¶¹G¹�ºB¸u°¢±ÇÛj½�¿Ä³¢±
¹�º

p
»¼²�Ü�ÝG±IÁÚ½�Å¢Á

n ≈ 3p À%à
°¢»¼¿Ä±Ç»ÄÅ£¸u°¢±�²�±I·�¹�Å¢Á�Þ�½�¾¶¸
p
Û�½j¾�»Ä±I²�º¤¾¶¹�Â

p1

¸u¹
p0

Ë	¯�°�±�Ûj½�¿¼³¢±�¹�º
s ∈ [1, 2)

»Ä²�Ü�ÝG±IÁ�¸u°�¾�¹�³¢Æ�°¢¹�³�¸�¸�°¢±o²�³¢´¢²¶±�·`¸u»Ä¹�Å8Ë
��·I·�¹�¾¶Á¢»ÄÅ¢Æ�¸�¹£¸�°¢»Ä²�Þ¢¿�½�Å3À¢¿Ä±`¸�³¢²�Ü�Ý

p ∈ N
¿�½�¾¶Æ�±�±IÅ¢¹�³¢Æ�°3Ë ��»¼Û�±�Å

x ∈ X
À�à�±oÁ¢±IÜ�Å�±

τp(x)
½�²�¸�°¢±�Ü�¾¶²¶¸
¸u»¼Â�±

k > 1
º¤¹�¾�à
°¢»¼·U°

ϕ−(T−kx) < 3p À�½�Å¢Á Φp(x) =
∑τp(x)−1

k=0 |ϕ−(T−kx)|s Ë �G»ÄÅ�·�± |h| 6 Cϕ−
À¢»�¸�»Ä²�²¶³�þ�·�»Ä±IÅ%¸

¸�¹�Þ¢¾¶¹ Û�± �	¾�¹�Þ.¹�²�»�¸u»¼¹�ÅÚø¢Ë�� �,º¤¹�¾
h = ϕ−

¸�¹�·I¹�Å¢·I¿Ä³¢Á¢±jË
	|±`Ü�Å¢±

R ⊂ X
½�²�¸�°¢±o³¢Å¢»Ä¹�Å­¹jº�½�¿¼¿8²¶¸u½�Å¢Á�½j¾�Á­·�³¢¾}Û�±�²
à
»¼¸�°@¾�±I¸�³¢¾�Å@¸u»¼Â�±�º¤¾�¹�Â ¸�°¢±o»ÄÅ%¸u±I¾¶Ûj½�¿

[3p/2, 3p − 1]
Ë

��÷



� �'
 
 0 � 
 � �/
 + Ö�Ï��uÏ,ÏLK�Ù#�`Ø���Ð@ÔU×��=�`ØsÐ(��Ø
C

����ÔUÖ@Ø¤Ö�Ð�Ø
∫

R

Φp 6 Cµ(R)3ps.

GH�u× ×>$ * ì�±I¸
R1 = {x ∈ R | ϕ−(T−1x) < 3p} ½�Å�Á

R2 = {x ∈ R | ϕ−(T−1x) > 3p} Ë ��Å
R1

à�±�°�½�Û�±
Φp(x) = |ϕ−(x)|s À¢¸�°E³¢² ∫

R1

Φp 6 Cµ(R1)3
ps.

ì�±I¸�³¢²�Á¢±IÜ¢Å¢±
ϕ′(x) = ϕ−(x)

º¤¹�¾
x

à
»¼¸�°
ϕ−(x) > 3p−1 ½�Å¢Á

ϕ′(x) = 0
¹j¸u°¢±I¾¶à
»Ä²¶±�Ë{��¹j¸u±�¸�°�½j¸

Φp(x) =∑τp(x)−1
k=0 |ϕ′(T−kx)|s º¤¹�¾

x ∈ R2
Ë

ù�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾
Z ⊂ X

À
Z := {3p−1 − C1 6 ϕ− < 3p} À�½�Å¢Á­Á¢±IÜ¢Å¢±

τZ : Z → N
½�²�¸u°¢±�Ü�¾¶²¶¸Ç¾�±`¸u³¢¾¶Å­¸�»ÄÂ�±|¸u¹

Z
Ë

å�È ��½j·�� ²
º¤¹�¾�Â,³¢¿Ä½�À

∫

Z

τZ(x)−1∑

k=0

|ϕ′(T−kx)|s =

∫

X

|ϕ′|s 6 C
∑

k>3p−1

µ(ϕ− = k)|k|s 6 C
∑

k>3p−1

1

k3
ks

6 C
3ps

32p
.

�Ç¹<à
R2 ⊂ Z

½jÅ¢Á­º¤¹�¾
x ∈ R2

à�±�°�½�Û�±
τZ(x) = τp(x)

Ë�¯�°E³¢²

∫

R2

Φp =

∫

R2

τZ(x)−1∑

k=0

|ϕ′(T−kx)|s 6

∫

Z

τZ(x)−1∑

k=0

|ϕ′(T−kx)|s.

å�ÈÚóÇ±IÂ�½�¾¶ô�ø¢Ë���À 1
32p = O(µ(R2))

Ë�¯�°�»Ä²�·�¹�Â�Þ¢¿¼±I¸�±�²�¸u°�±�Þ�¾�¹(¹�º^Ë

ã º C »Ä²£½�Æ�¹(¹GÁü·�³�¾¶Û�±­¹�º�¾�±`¸u³¢¾¶Å�¸�»ÄÂ�±
n ∈ [3p, 3p+2 − 1]

À
τp

Á�±IÜ�Å¢±I²�½�²}¸u¹�Þ¢Þ�»ÄÅ¢Æ�¸u»¼Â�±Ú¹�Å C À�à
»�¸u°É¸u°�±
·I¹�¾�¾¶±�²�Þ.¹�Å¢Á�»ÄÅ¢ÆÚ¸u°�¾�¹ à
ÅGî^½�à�½�È�²�±`¸�¸�°�½j¸�à�±£Á¢±�Å�¹�¸u±£´%È

Ap

Ë�¯�¹­²¶±�±�¸u°¢½j¸o»¼¸�»¼²�»ÄÅ�Á¢±�±IÁÕ½*²}¸u¹�Þ�Þ¢»ÄÅ¢ÆÚ¸�»ÄÂ�±Rà�±
¹�Å�¿¼È­Å¢±�±IÁ�¸u¹*²¶°¢¹ à ¸�°�½j¸

Leb(Ap) 6 Leb(C)/2
Ë �Ç¹<à�·I¹�Å¢²�»¼Á¢±�¾�¸u°¢±,²}¸U½�Å�Á�½�¾�Á�²}¸u¹�Þ�Þ¢»ÄÅ¢Æ�¸u»ÄÂ�±

τC
à
»�¸u°�»�¸u²

¸�°¢¾�¹ à
Å�½�à�½�ÈÚ²�±`¸
AC

Ë	¯�°¢±�Å
Ap ⊂ AC

à
°�»Ä¿Ä±
Leb(AC) 6 n−1/5 Leb(C)

´%È��	¾�¹�Þ.¹�²�»�¸u»¼¹�ÅÚø¢Ë��7�GÀ�à
°¢»¼·U°�Æ�»¼Û�±I²
¸�°¢±o·�¿�½j»ÄÂ­Ë
¯�°¢±oÜ�¾¶²¶¸Ç²¶¸�±�Þ­»ÄÅÚ¸u°¢±oÞ¢¾¶¹G¹jºb¹�º �	¾�¹�Þ.¹�²¶»¼¸u»¼¹�Å*ø¢Ë�� ��»Ä²�¸�°¢±o±�²}¸u»ÄÂ�½j¸�±

∫
C\Ap

Φp

Leb(C\Ap)
6 C3ps.

ê¤ø%÷%ë

º¤¹�¾�½�Æ�¹(¹GÁ*·I³¢¾¶Û�± C à
»�¸u°Ú¾�±`¸u³¢¾¶Å*¸u»¼Â�±
n ∈ [3p, 3p+1 − 1]

Ë	¯�¹�²�°¢¹ àK¸u°¢»¼²�ÀGà�±�à
»Ä¿¼¿;¾�±�¿Ä½j¸u±�¸u°¢±�½�Û�±�¾u½jÆ�±�¹�º
Φp¹�Å C ¸u¹£»�¸u²
½�Û�±I¾u½�Æ�±o¹�Å

R
Ë

ù�¹�Å�²�»ÄÁ�±�¾
B =

⋃
(C\Ap)

À3à
°¢±�¾¶±,¸u°¢±�³¢Å¢»Ä¹�Å�»Ä²�¸u½�ô�±IÅÊ¹<Û�±�¾o½�¿¼¿!²}¸U½�Å�Á�½�¾�Á�·I³¢¾¶Û�±�²o¹�º�¾�±`¸u³¢¾¶Å�¸u»¼Â�±�º¤¾�¹�ÂÃ¸u°¢±
»¼ÅE¸�±�¾}Û�½j¿

[3p, 3p+2 − 1]
Ë

� �'
 
 0 � 
�� � 
 + Ö�Ï��uÏ�Ù#��Ð,ÔU×��=�`Ø Ð(��Ø
C
����ÔUÖ�ØqÖ�Ð�Ø% �$�×��ÇÐ(��Ó�&(× ×C�,Ô���� I�Ï C ×>$ �UÏ`Ø��'����Ø2Ù�:�Ï

n ∈ [3p, 3p+1−1]
 

∫
C\Ap

Φp

Leb(C\Ap)
6 C

∫
B

Φp

µ(B)
+ C3ps.

ê¤øJ�<ë

� �



GH�u× ×>$ * ì�±I¸
U = {x ∈ C | ϕ−(T−1x) > 3p} Ë ��Å C À8à�±�°�½�Û�±

Φp(x) = |ϕ−(x)|s + 1U(x)Φp(T
−1x)

Ë�¯�¹
Þ¢¾¶¹ Û�±�ê0øJ�<ëUÀ�»¼¸
»¼²�±�Å¢¹�³¢Æ�°@¸u¹£²�°¢¹ à

∫

U∩(C\Ap)

Φp ◦ T−1
6 C

∫
B

Φp

µ(B)
Leb(C\Ap).

å�È*´B¹�³�Å¢Á¢±�Á�Á¢»Ä²}¸u¹�¾}¸u»¼¹�Å8ÀG¸�°¢»Ä²�·�½�Å­´B±�º¤³¢¾}¸u°¢±I¾
¾�±�Á�³¢·�±IÁ�¸u¹
∫

T−1(C\Ap)∩{ϕ−>3p} Φp

Leb(T−1(C\Ap) ∩ {ϕ− > 3p}) 6 C

∫
B

Φp

µ(B)
.

ê¤ø]��ë

ì�±I¸
q
´.±£¸u°¢±�Â�½zÝG»¼Â�½�¿	Þ.¹�²¶²�»Ä´�¿Ä±�¾�±I¸�³¢¾�ÅÕ¸u»ÄÂ�±�¸u°¢±�ÞB¹�»ÄÅ%¸u²�¹�º

T−1(C\Ap)
°�½�Û�±jËßã ¸�²u½j¸�»Ä²¶Ü¢±�²

3p+2 > q >

3p+1 − C2

Ë�å�ÈÚì�±IÂ�Â�½�ø¢Ëæè
∫

T−1(C\Ap)∩{ϕ−>3p} Φp

Leb(T−1(C\Ap) ∩ {ϕ− > 3p}) 6 C

∫
B∩{3p6ϕ−6q} Φp

µ(B ∩ {3p 6 ϕ− 6 q}) .

��²
q > 3p+1 − C2

À¢´%È@ó
±�Â�½�¾�ô�ø¢Ë��
µ(B) 6 Cµ(B ∩ {3p 6 ϕ− 6 q}) Ë�¯�°¢»¼²
»ÄÂ�Þ¢¿Ä»¼±�²|ê0ø]��ë�½�Å¢Á­·�¹�Â�Þ¢¿Ä±`¸u±I²

¸�°¢±oÞ¢¾�¹(¹�º^Ë
�Ç¹<à

B
»¼²�Å¢¹�¸Ç±`Ý�½�·`¸u¿¼È

R
À¢à�±�Å¢±I±�Á�¸�¹�% à
»ÄÁ¢±IÅ@³¢Þ '�¸�°¢±R±I²¶¸�»ÄÂ�½j¸u±�¹�ºbì�±�Â�Â�½,ø�Ën�<ç,º¤¾�¹�Â

R
¸�¹
B

¸�¹�¹�´�¸U½�»¼Å
ê¤ø%÷%ë`Ë
ì�±I¸

B1 = B∩{3p 6 ϕ− < 3p+1/2} À B2 = B∩{3p+1/2 6 ϕ− < 3p+1} À B3 = B∩{3p+1 6 ϕ− < 3p+2/2}½�Å�Á
B4 = B ∩ {3p+2/2 6 ϕ− < 3p+2} Ë

� �'
 
 0 � 
 � �7
 + Ö�Ï��UÏÉÏLK�Ù#�`Ø��ÌÐKÔU×��=�`ØsÐ(��Ø
C

���;ÔUÖ>ØqÖ�Ð�Ø% �$�×��ÌÐ(��Ó &(× ×C�KÔ���� I�Ï C ×>$ �uÏ`Ø���� � Ø2Ù�:�Ï
n ∈

[3p, 3p+1/2)
 

∫
B1

Φp

µ(B1)
6 C

∫
C\Ap

Φp

Leb(C\Ap)
.

GH�u× ×>$ * ¯�°¢±o·�³�¾¶Û�±
T−1(C)

·�¾¶¹�²�²¶±�²�½�¿Ä¿B²¶¸�¾�»ÄÞ.±�²�¹jºb¾¶±I¸u³�¾�Å@¸u»ÄÂ�±�´.±I¸dà�±�±IÅ
3p ½�Å¢Á

3p+1/2
Ë	¯�°¢»Ä²Ç½�¿¼¿Ä¹ à
²�³¢²�¸�¹

½�Þ�Þ¢¿¼È*¸�°¢±o½�¾¶Æ�³¢Â�±�Å%¸Ç¹�º�ì�±IÂ�Â�½,ø¢Ë�� �,à
»¼¸u°@¾¶±IÛ�±I¾�²¶±�Á�»¼Å¢±_
E³�½�¿¼»¼¸�»Ä±�²IË
� �'
 
 0 � 
#5 � 
 + Ö�Ï��uÏ,ÏLK�Ù#�`Ø���Ð@ÔU×��=�`ØsÐ(��Ø

C
����ÔUÖ@Ø¤Ö�Ð�Ø
∫

B1
Φp

µ(B1)
6 C3ps.

GH�u× ×>$ * ì�±I¸ C ´B±�½@²¶¸U½jÅ¢Á�½�¾¶ÁÌ·�³�¾¶Û�±�¹�º�¾¶±I¸�³¢¾�Åá¸u»ÄÂ�±
n ∈ [3p/2, 3p − 1]

Ë 
�¹�¾
i ∈ [3p, 3p+1/2)

À�Þ¢³�¸ Ci =
{x ∈ C, ϕ−(T−1x) = i} ½jÅ¢Á�¿Ä±`¸ Di

´B±,»�¸u²�»ÄÂ�½�Æ�±�´EÈ
T−1 Ë�¯�°¢»Ä²|»Ä²�½�Æ�¹G¹(Á�·I³¢¾¶Û�±�¹�º�¾�±I¸�³¢¾�Å�¸�»ÄÂ�±

i
½�Å¢Á8À

´%È@´.¹�³¢Å¢Á¢±IÁ�Á�»Ä²¶¸�¹�¾¶¸�»Ä¹�Å3À
∫
Di

Φp

Leb(Di)
6 C

∫
Ci

Φp

Leb(Ci)
.


�³¢¾}¸u°¢±I¾�Â�¹�¾�±jÀ�½�Þ¢Þ¢¿�È(»ÄÅ¢Æ£ì�±�Â�Â�½£ø�Ën� è�¸�¹ Di
À à�±�Æ�±I¸

Leb(Ci)

∫
B1

Φp

µ(B1)
6 C

∫

Ci

Φp.

���



��²Ç´%È­ó
±�Â�½�¾�ô�ø¢Ë���¸�°¢±oÆ�¹(¹GÁÚ·I³¢¾¶Û�±�² Ci

¹G·I·�³¢Þ%È­½,Ü�ÝG±�Á�Þ¢¾�¹�ÞB¹�¾}¸u»¼¹�ÅÚ¹�º C À¢à�±oÂ�½�ÈÚ²¶³¢Â�³¢Þ

Leb(C)

∫
B1

Φp

µ(B1)
6 C

∫

C
Φp.

ãdÅ%¸u±IÆ�¾u½z¸u»ÄÅ�Æ�¹ Û�±�¾�½�¿Ä¿B²¶¸U½jÅ¢Á�½�¾¶Á�·I³¢¾¶Û�±�²|¹jºb¾¶±I¸u³�¾�Å@¸u»ÄÂ�± ∈ [3p/2, 3p − 1]
À�à�±R¹�´�¸U½�»¼Å

µ(R)

∫
B1

Φp

µ(B1)
6 C

∫

R

Φp.

�Õ±oÂ�½�ÈÚ·I¹�Å¢·�¿¼³¢Á¢±o´%È@ì�±�Â�Â�½,ø�Ën�<ç(Ë
� �'
 
 0 � 
#5 ��
 + Ö�Ï��uÏoÙ#��Ð­ÔU×��=�`ØsÐ(��Ø

C
����ÔUÖ@ØqÖ�Ð�Ø/$�×���Ð(��Ó

l = 2, 3, 4
 

∫
Bl

Φp

µ(Bl)
6 C3ps.

GH�u× ×>$ * �|²�¸u°¢±�¸u°¢¾¶±�±*·�½�²�±I²�½�¾�±�±�²�²¶±�Å%¸u»Ä½�¿Ä¿�ÈÊ»ÄÁ¢±IÅ%¸u»Ä·�½�¿�à�±*Æ�»¼Û�±�¸u°¢±*½�¾�Æ�³�Â�±IÅE¸R¹�Å¢¿�ÈÊº¤¹�¾�¹�Å�±�¹�º�¸�°¢±�Â­Àbº¤¹�¾
l = 3

À;²�½ È�Ë�¯�°¢±�Þ¢¾�¹(¹�ºb»Ä²Ç½�Å�½�¿¼¹�Æ�¹�³�²�¸u¹£¸u°�½j¸Ç¹�º!¸u°¢±�Þ¢¾¶±IÛ(»Ä¹�³�²�¿¼±�Â�Â�½�ÀGà�±�¹�Å¢¿�ÈÚÅ¢±�±IÁß¸u¹�½�Þ¢Þ�¿¼È@½£´¢»¼¸ÇÂ�¹�¾�±
»�¸u±�¾�½j¸u»¼¹�Å¢²IË	ì�±I¸ C ´B±�½,²¶¸U½jÅ¢Á�½�¾¶ÁÚ·�³¢¾}Û�±�à
»¼¸�°*¾�±`¸u³¢¾¶Å*¸u»¼Â�±
º¤¾�¹�Â

[3p/2, 3p − 1]
Ë ��»¼Û�±IÅ

i ∈ [3p, 3p+1/2)
ÀG¿Ä±I¸

Ci

´B±�¸u°�±�²¶±I¸Ç¹�º!ÞB¹�»ÄÅ%¸u²�»¼Å C ¸u°¢±o»ÄÂ�½�Æ�±I²�¹�º�à
°¢»Ä·U°­°�½�Û�±�¾�±`¸u³¢¾¶Å­¸�»ÄÂ�±
i
Ë 
�¹�¾

j ∈ [3p+1/2, 3p+1)
À�¿Ä±`¸ Cij

´B±
¸�°¢±|²¶±I¸�¹�º8ÞB¹�»¼Å%¸u²�»ÄÅ Ci

¸�°¢±
T−2 î »ÄÂ�½�Æ�±I²�¹jº8à
°¢»Ä·U°�°�½�Û�±�¾¶±I¸u³�¾�Å�¸�»ÄÂ�±

j
Ë 
b»¼Å�½�¿¼¿¼È�À�º¤¹�¾

k ∈ [3p+1, 3p+2/2)
À(à�±

Á¢±`Ü�Å¢± Cijk

½�Å�½j¿Ä¹�Æ�¹�³¢²�¿�È�Ë
å�ÈÕó
±�Â�½�¾�ô�ø�Ë ��À!½j¸R±�½�·U°Ì²¶¸u±IÞÌà�±*ô�±I±�ÞÉ½@Ü�ÝG±�ÁÉÞ¢¾¶¹�ÞB¹�¾¶¸u»¼¹�ÅÊ¹�º�¸�°¢±�Þ¢¾¶±IÛ(»Ä¹�³¢²R²¶±I¸�Ë­¯�°E³¢²IÀ�¸u°¢±I¾�±�±`ÝG»Ä²}¸u²,½
·I¹�Å¢²¶¸u½�Å%¸

C
²�³¢·U°­¸u°�½j¸

Leb(C) 6 C
∑

i,j,k

Leb(Cijk).


�¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ¢Æ�¸u°¢±o¿¼»ÄÅ¢±I²�¹�º�¸u°¢±�Þ¢¾¶¹G¹jº!¹jº�ì�±�Â�Â�½,ø¢Ën��è�à�±oÂ�½ È�²�°¢¹ à>¸u°�½j¸
Æ�»¼Û�±IÅ­½�Å%ÈÚÆ�¹(¹GÁÚ·I³¢¾¶Û�± D ¹�º!¾�±`¸u³¢¾¶Å
¸�»ÄÂ�±ßº¤¾�¹�Â ¸u°¢±Ê»ÄÅ%¸�±�¾¶Ûj½�¿

[3p+1, 3p+2/2)
À�à�±Ê°�½�Û�± R

B3
Φp

µ(B3)
6 C

R

D
Φp

Leb(D)

Ë ¯�°¢»Ä²­½�Þ�Þ¢¿Ä»¼±�²�ÀÇ»ÄÅ Þ�½j¾¶¸u»¼·�³¢¿Ä½�¾�À
¸u¹
D = T−3(Cijk)

½�Å¢Á­Æ�»�Û�±�²
∫

B3
Φp

µ(B3)
6 C

∫
T−3Cijk

Φp

Leb(T−3Cijk)
6 C

∫
Cijk

Φp

Leb(Cijk)
,

´%È�´.¹�³¢Å�Á¢±�ÁÊÁ¢»¼²¶¸u¹�¾¶¸u»¼¹�Å8Ë �Ì±,Â�½�È�½jÞ¢Þ¢¿¼Èßì�±�Â�Â�½�ø¢Ë��<çGÀEµ¶³�²¶¸o½�²�à�±�Á¢»¼Á�»ÄÅ�¸�°¢±,Þ¢¾¶¹G¹jº�¹�º�ì�±�Â�Â�½�ø�Ë���÷GÀB¸u¹
Æ�±`¸
¸u°¢±oÁ¢±I²�»Ä¾¶±�Á­·�¹�Å�·�¿Ä³�²�»Ä¹�Å8Ë

ì�±�Â�Â�½�²�ø¢ËM��÷�À�ø¢ËM�K��½�Å¢Á­ø¢Ë�� �£½�¿¼¸�¹�Æ�±I¸�°¢±�¾�»¼Â�Þ�¿¼È�¸u°¢±o´.¹�³¢Å¢ÁÍê0ø%÷%ë�º¤¹�¾
½�Å%È@Æ�¹G¹(Á@·�³¢¾}Û�±�¹�º!¾�±I¸�³¢¾�Å­¸u»¼Â�±
n ∈

[3p, 3p+1 − 1]
Ë �Õ±�½�Þ¢Þ�¿¼È�¸u°�»Ä²�´B¹�³�Å¢Á*»ÄÅ£¸u°�±|²�±I·�¹�Å�Ááê0Â,³¢·U°�±�½�²¶»Ä±�¾uë�²}¸u±IÞ*¹�º8¸�°¢±|Þ¢¾¶¹G¹jº8¹�º��	¾¶¹�ÞB¹�²�»¼¸�»Ä¹�Å�ø¢Ë�� ��Ë

GH�u× ×>$,×>$<GH�u×!;�×3�`ÙqØ2Ùs×�� 	)* ?�� * óÇ±I·�½�¿¼¿�¸�°¢±�Å�¹�¸U½j¸�»Ä¹�Å�²Rº¤¾�¹�Â ¸�°¢±�´.±�Æ�»ÄÅ¢Å¢»¼Å¢Æß¹jº�¸u°¢±�²�³¢´¢²¶±�·`¸u»Ä¹�Å8ý C »Ä²�½�Æ�¹(¹(Á
·I³¢¾¶Û�±�¹�º�¾�±I¸�³¢¾�Åá¸u»¼Â�±

n0 ∈ [3p0, 3p0+1 − 1]
À�º¤¹�¾o²�¹�Â�±�¿Ä½�¾�Æ�±

p0

Àb½jÅ¢ÁÕ¸�°¢±�²}¸u¹�Þ�Þ¢»ÄÅ¢Æ@¸u»¼Â�±
τ

»Ä²o¾¶±�¿�½z¸u±�ÁÊ¸u¹
½�Å�¹�¸u°¢±I¾
»ÄÅ%¸u±IÆ�±�¾

p1
ê
p0 > p1

ë`ý
ϕ−(T−τ(x)(x)) ∈ [3p1, 3p1+1 − 1]

º¤¹�¾
½�¿¼¿
x ∈ C\A Ë

¯�¹�²¶»ÄÂ�Þ¢¿Ä»�ºqÈ�Å¢¹�¸U½z¸u»Ä¹�ÅÚ»ÄÅÚ¸u°¢»¼²�Þ¢¾�¹(¹�º�à�±oÁ¢±`Ü�Å¢±
τp0+1(x) = 0

º¤¹�¾
x ∈ C\A Ë 
�¹�¾

x ∈ C\A à�±R°�½�Û�±

τ(x)−1∑

k=0

|ϕ−(T−kx)|s =

p0∑

p=p1+1

Φp(T
−τp+1(x)x).

�a�



ì�±I¸
p1 + 1 6 p 6 p0

½�Å�Á
x ∈ C\A Ë�¯�°¢±IÅ�¸u°¢±I¾�±�»Ä²|½�²�³�´B·I³¢¾¶Û�± Ci ⊂ C ¸u°�½j¸�·�¹�Å%¸U½j»ÄÅ¢²

x
½�Å�Á�º¤¹�¾�à
°¢»¼·U°

T−τp+1(x)(Ci)
À8¸u¹Ú´.±�Á¢±IÅ¢¹�¸u±IÁÊ´EÈ Di

À�»Ä²�½*Æ�¹(¹(Á�·�³¢¾}Û�±£¹�º�¾�±`¸u³¢¾¶Åá¸�»ÄÂ�±Rº¤¾�¹�Â
[3p, 3p+1 − 1]

ËRå�È�´.¹�³¢Å¢Á¢±IÁ
Á¢»¼²¶¸�¹�¾¶¸�»Ä¹�Å

∫
Ci\A Φp(T

−τp+1y)

Leb(Ci)
6 C

∫
T−τp+1(Ci\A)

Φp

Leb(Di)
6 C

∫
Di\Ap

Φp

Leb(Di)
.

�Ç¹<à ½�·I·�¹�¾¶Á¢»ÄÅ¢ÆÕ¸u¹ ê¤ø%÷%ë£¸�°¢»Ä²�Ü�Å�½�¿�
E³�½�Å%¸u»�¸dÈ »¼²�´.¹�³¢Å¢Á¢±IÁðº¤¾�¹�Â ½�´.¹ Û�±�´%È
C3ps Ë �G³¢Â�Â�»¼Å¢Æá³¢Þíº¤¹�¾*½j¿Ä¿

»¼ÅE¸�±�¾}Û�½j¿Ä² Ci

à�±�¹�´�¸U½j»ÄÅ
∫

C\A
Φp(T

−τp+1(y)y) 6 C3ps Leb(C).

�G³�Â�Â�½j¸u»¼¹�Å*¹�Å
p
º¤¾�¹�Â

p1 + 1
¸u¹
p0

»ÄÂ�Þ¢¿Ä»¼±�²�¸�°¢±o²¶¸u½j¸u±IÂ�±IÅE¸�Ë
- ���	�/.�.%01�32 � 
65�5 
 ��Ï�Ö�Ð I�Ï

∫

Y

h(eitH − 1) = it

∫

Y

h1ϕ−61/|t|H + o(t log(1/|t|)).

GH�u× ×>$ * �Õ±�°¢½ Û�±
∣∣∣∣
∫

Y

h1ϕ−61/|t|(e
itH − 1 − itH)

∣∣∣∣ 6 C

∫

Y

|h|1ϕ−61/|t||t|3/2|H|3/2.

�Õ±oÂ�½�ÈÚ±I²¶¸u»¼Â�½z¸u± |H(x)|3/2 ½�²

|H(x)|3/2
6




τ(x)−1∑

1

|h(T−kx)|




3/2

6 τ(x)1/2

τ(x)−1∑

0

|h(T−kx)|3/2.

�Ç¹<à Þ�³�¸
Φ(x) =

∑τ(x)−1
0 |h(T−kx)|3/2 Ë�¯�°¢±�Å>º¤¹�¾

x ∈ Y
¹�º�¾�±`¸u³¢¾¶Å>¸�»ÄÂ�±

n
à�±ÕÆ�±I¸ |H(x)|3/2 6

(K log n)1/2Φ(x)
À;½j²
¸�°¢±o²¶¸u½�Å¢Á�½�¾¶Á�²}¸u¹�Þ�Þ¢»ÄÅ¢Æ�¸�»ÄÂ�±�²u½j¸�»Ä²}Ü�±�²

τ(x) 6 K logn
Ë

å�È$�	¾�¹�Þ.¹�²¶»¼¸u»¼¹�Å�ø�Ën� �o¸u°¢±�½ Û�±�¾�½�Æ�±�¹�º�¸�°¢±�º¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�Å
Φ

¹�Å
Y ∩ {ϕ− = n} »¼²�¿¼±�²�²�¸u°�½jÅ

cn3/2 Ë ��³G¸�¸u»¼Å¢Æ�¸�°¢±�²¶±
±I²¶¸u»¼Â�½z¸u±�²�¸�¹�Æ�±`¸u°¢±I¾

∫

Y

|h|1ϕ−61/|t||t|3/2|H|3/2
6 C|t|3/2

1/|t|∑

n=1

µ(ϕ− = n)
√

log nnn3/2

6 C|t|3/2
√

log(1/|t|)|t|−1/2 = o(|t| log(1/|t|)),
à
°¢»¼¿Ä±

∣∣∣∣
∫

Y

h1ϕ−>1/|t|(e
itH − 1)

∣∣∣∣ 6 C

∫
ϕ−1ϕ−>1/|t| 6 C

∑

n>1/|t|
µ(ϕ− = n)n = O(t)

½�²
µ(ϕ− = n) = O(1/n3)

Ë

� ��� ��� 35 ?� 35$ � � &(�)���)�� %$ . �5�
H

ó
±�·�½�¿Ä¿;¸u°¢±ÇÛj½�¿Ä³¢±�¹�º
I
º¤¾�¹�Â ê��<ë`ÀG½�Å¢Á*¸�°¢±�º0½j·I¸�¸�°�½j¸�¹�Å

Y ∩ {ϕ− = n} ¸u°�±�º¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å
h
»Ä²�±_
E³¢»¼Ûj½�¿¼±�Å%¸�¸u¹

nI
Ë

��ø
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 0 � 
65)I7
 � Ï`Ø
y = 1

1− 3
4

log 3
* � ×��oÐ(��Ó

ε > 0
ØqÖ�Ï��UÏ�ÏLK�Ù#�`Ø%�

N0 ∈ N
���;ÔUÖ@ØqÖ�Ð�Ø� �$�×��oÐ�ÒqÒ

n > N0

 1$�×���Ð�ÒqÒ
&(× ×C�@Ô��'� I�Ï C Î	ÙqØqÖ �uÏ`Ø �'� ��Ø2Ù�:�Ï

n
 
∣∣∣∣∣

∫
C\AC

H

Leb(C\AC)
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°¢»Ä·U°
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ε
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ë`À<¸u°¢±IÅ
nL
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n0

Ë�¯�°¢±£å�»¼¾�ôE°¢¹�
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h
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n
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E³¢±�Å¢·I±

n0, . . . , niº¤¾¶¹�Â
i = L

¸u¹
i = 0

»ÄÅÚ¸u°�±�»¼Å¢Á¢³¢·`¸u»¼¹�Å8Ë
ì�±I¸ C ´B±�½�²}¸U½�Å�Á�½�¾�ÁR·�³¢¾}Û�±�¹�º�¾�±`¸u³¢¾¶ÅR¸�»ÄÂ�±

n
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(AC, τC)
¹�Å�»¼¸�Ë�ã º

n0, . . . , ni»¼²�½�Á¢Â�»Ä²¶²�»Ä´�¿Ä±oà
»¼¸u°
n0 = n

½�Å¢Á
i 6 L

À8¸u°¢±,²¶±I¸ Cn0,...,ni

»¼²|Å¢¹j¸�±�Â�Þ�¸dÈ�À8½�Å¢Á�à�±�Â�½�È­·�¹�Å¢²¶»ÄÁ¢±I¾ C ′
n0,...,ni

=
Cn0,...,ni

∩ (C\AC)
Ë 
�¹�¾ D = T−i(Cn0,...,ni

)
À(Á¢±IÜ¢Å¢±

A = D\T−i(C ′
n0,...,ni

)
½�Å�Á

τ(T−ix) = τC(x)− i
Ë�¯�°¢±�Å3À

º¤¹�¾
¿Ä½�¾�Æ�±�±IÅ¢¹�³¢Æ�°
n
À
(A, τ)

»Ä²Ç½£²¶¸u¹�Þ¢Þ¢»ÄÅ�Æ�¸�»ÄÂ�±�¹�Å D Ë�¯�¹�²�±�±�¸u°¢»¼²�à�±�Å¢¹�¸�±o¸�°�½j¸
Leb(A) 6 Leb(D)/2

½�²
¸�°¢±oÅ(³�Â,´B±I¾
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L
à
°¢»¼¿Ä±

Leb(AC)/Leb(C) → 0
½j²
n→ +∞ Ë

å�È�»ÄÅ�·�¾�±�½�²�»¼Å¢Æ
n
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p > n/3L À8½jÅ¢Áßº¤¹�¾|½�Å%È

x
à
»�¸u°

ϕ−(x) = pà�±R°¢½ Û�± |h(x) − pI| 6 p/(L3L)
Ë

¯�°E³¢²
º¤¹�¾
x ∈ C ′

n0,...,nL

à�±�°�½�Û�±

|H(x) − (n1 + · · ·+ nL−1)I| 6

L−1∑

k=1

|h(T−kx) − nkI| +
τC(x)−1∑

k=L

|h(T−k(x)| ê0ø��%ë

à
°¢±I¾�±o¸u°¢±�Ü�¾¶²¶¸
¸u±I¾�Â�²�½j¸u»¼²¶Ü�±I²
L−1∑

k=1

|h(T−kx) − nkI| 6

L−1∑

k=1

nk/(L3L) 6 nL,

½�²
nk 6 3LnL
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H − (n1 + · · · + nL−1)I

Leb(C ′
n0,...,nL

)

∣∣∣∣∣ 6 C3nL.
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y 3
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log 3 − y + 1 = 0

à�±�°�½�Û�±jÀ;º¤¹�¾
n

¿�½�¾¶Æ�±�±�Å¢¹�³¢Æ�°8À
∣∣∣∣∣∣
y

3p−C2∑

p/3+C2

3

8k
− y + 1
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< ε

ê0ø � ë
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°¢±IÅ¢±IÛ�±�¾
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α = 9

10
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β > 2 log 3
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p > n/3L Ë

�Ç¹<àoÀ;´%ÈÚ»¼Å¢Á¢³¢·`¸u»Ä¹�ÅÚ¹�Å�Á�±�·�¾¶±�½�²¶»ÄÅ¢Æ
i
à�±o²¶°¢¹ à ¸u°¢±�º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
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n0,...,ni
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=

∫
C′

n0,...,ni−1

H − (n1 + · · ·+ ni−1)I

ni−1 Leb(C ′
n0,...,ni−1
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∫
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=
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n0 ,...,ni

H − (n1 + · · ·+ ni−1)I
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n0,...,ni

)
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n0,...,ni

)
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8ni
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y
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Leb(Cn0,...,ni

)
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)

Leb(C ′
n0,...,ni−1

)

∣∣∣∣∣ 6 2ε
Leb(Cn0,...,ni

)

Leb(Cn0,...,ni−1
)

6
Cε

ni
.

���



��Å¢±RÂ�¹�¾¶±R¾¶±Iº¤±I¾�±�Å�·�±�¸�¹*ó
±�Â�½�¾�ô@ø¢Ë���½�Å�Á�¸u¹�¸u°¢±�º0½�·I¸Ç¸u°�½z¸�¸�°¢±�Á¢»¼²¶¸�¹�¾¶¸�»Ä¹�Å¢²Ç·�½jÅ�´B±�Â�½�Á¢±�²¶Â�½j¿Ä¿Ä±I¾�¸u°�½jÅ
ε»�º

n
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∣∣∣∣∣
ni Leb(C ′

n0,...,ni
)

ni−1 Leb(C ′
n0,...,ni−1

)
− 3

8ni

∣∣∣∣∣ 6
C5ε
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å�È�¸u°¢±�¸u¾¶»�½�Å�Æ�³¢¿�½j¾�»ÄÅ�±_
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∫
C′

n0,...,ni

H − (n1 + · · ·+ ni−1)I
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n0,...,ni

)
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n0,...,ni

)

ni−1 Leb(C ′
n0,...,ni−1

)
− 3
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∣∣∣∣∣

∫
C′

n0 ,...,ni

H − (n1 + · · ·+ ni−1)I

ni Leb(C ′
n0,...,ni

)
− yI

∣∣∣∣∣
3

8ni

+

∣∣∣∣∣

∫
C′

n0,...,ni

H − (n1 + · · ·+ ni−1)I

ni Leb(C ′
n0,...,ni

)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
ni Leb(C ′

n0,...,ni
)

ni−1 Leb(C ′
n0,...,ni−1
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− 3

8ni
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ì�±I¸
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´.±o¸u°¢±R´B¹�³�Å¢Á�½j¸�²¶¸�±�Þ
i
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Ë
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α
½�Å�Á

β
À�à�±R°¢½ Û�± ∑3p

p/3
1
k

6 β
½jÅ¢Á8À�»¼º

ε
»Ä²�²�Â�½�¿¼¿8±�Å¢¹�³¢Æ�°8À
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Ë
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ni−1/3+C2
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3Bi

8ni
+

(Bi + y|I|)C5ε
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]
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8
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)
β

6 (|I| + C5y|I|β)ε+ αBi,

�Ç¹<à »¼º�ê¤ø �%ë�°¢¹�¿ÄÁ¢²�º¤¹�¾
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»�¸u°

C4 = |I| + C5y|I|β
ÀG»�¸
°¢¹�¿¼Á¢²�º¤¹�¾

i− 1
à
»¼¸�°­¸�°¢±o²u½�Â�±�·�¹�Å¢²¶¸u½�Å%¸u²�Ë

¯!½�ôE»ÄÅ¢Æ
i = 0

à�±RÆ�±I¸
1

n

∣∣∣∣∣

∫
C\AC

H

Leb(C\AC)
− n(y − 1)I

∣∣∣∣∣ 6 CαL + Cε 6 Cε
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L
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I
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Ë
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∫

Y

h1ϕ−61/|t|H =

(
I2(y − 1)`2

π
+ o(1)

)
log(1/|t|).

GH�u× ×>$ * 
b»¼¾�²¶¸�¿Ä±I¸
³�²Ç²¶°¢¹ à ¸u°¢½j¸
∫

Y

(h− ϕ−I)1ϕ−61/|t|H = o(log(1/|t|)). ê¤øEç�ë


b»xÝ
ε > 0

Ë�ã º
N

»Ä²�¿Ä½�¾�Æ�±�±�Å¢¹�³�Æ�°­à�±�°�½�Û�± |h− ϕ−I| 6 εϕ−
º¤¹�¾

ϕ− > N
Ë�¯�°E³¢²
à�±RÆ�±`¸�ê0Å¢¹�¸�±�¸u°�½j¸

H
»Ä²

»¼ÅE¸�±�Æ�¾�½�´¢¿¼±�À¢·`º^Ë;óÇ±IÂ�½�¾¶ô�ø¢Ë�� � ë
∣∣∣∣
∫

Y

(h− ϕ−I)1ϕ−61/|t|H

∣∣∣∣ 6 O(1) +
∑

N6n61/|t|
εn

∫

Y ∩{ϕ−=n}
|H|.
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�Õ±|Â�½�È�½�Þ¢Þ¢¿�È$�	¾¶¹�ÞB¹�²�»¼¸�»Ä¹�Å£ø¢Ë�� �oà
»¼¸u°
s = 1

¸u¹�²�°¢¹ à ∫
Y ∩{ϕ−=n} |H| 6 Cnµ(ϕ− = n) = O(1/n2)

Ë	¯�°(³�²
à�±RÆ�±I¸

∣∣∣∣
∫

Y

(h− ϕ−I)1ϕ−61/|t|H

∣∣∣∣ 6 O(1) + Cε log(1/|t|) 6 C ′ε log(1/|t|).
��²
¸�°¢±�½�´.¹<Û�±R»¼Å¢±_
E³�½j¿Ä»¼¸dÈ�»Ä²�¸�¾�³¢±�º¤¹�¾
½jÅEÈ�Ü�ÝG±�Á

ε > 0
ÀGà�±�Æ�±I¸Rê¤øEç�ë�Ë

�Ç¹<à>à�±�±�²}¸u»¼Â�½j¸�±
∫

Y

ϕ−I1ϕ−61/|t|H =

1/|t|∑

n=1

nI

∫

Y ∩{ϕ−=n}
H.

å�È*ì�±�Â�Â�½,ø¢ËM����à�±�°�½�Û�± ∫
Y ∩{ϕ−=n}H ∼ (y− 1)Inµ(ϕ− = n) ∼ (y − 1)In `2

πn3

Ëv��·I¸�³�½�¿Ä¿�È�À(¸u°¢±�Â�±�½�²¶³¢¾�±
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±�
(³�»¼Ûj½�¿Ä±IÅ%¸�¸�¹ `2

4πn3

»ÄÅá½�¿¼¿�¾�±I¿Ä±IÛj½�Å%¸�ï�¹�Å¢±�²�¹�º
X

à
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∫

Y

ϕ−I1ϕ−61/|t|H ∼
1/|t|∑

n=1

nI2(y − 1)n
`2

πn3
∼ I2(y − 1)`2

π
log(1/|t|),

à
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Y

»¼²R½@²�³�´¢²�±`¸�¹�º�½­Þ�¾�¹�´�½j´¢»Ä¿¼»¼¸dÈ�²�Þ�½�·I±
(X,m)

À
T : X → X

À!½jÅ¢Á
TY

»Ä²�¸�°¢±�»¼Å¢Á¢³¢·I±�ÁÕÂ�½�ÞÊ¹�Å
Y
À�à�±

à
»¼¿Ä¿;à
¾�»¼¸�±
SY

n g =
∑n−1

k=0 g ◦ T k
Y

ý�¸�°¢»Ä²�»Ä²�¸�°¢±oå�»¼¾�ôE°¢¹�
�²�³¢Â ¹�º
g
À(º¤¹�¾�¸u°¢±|¸�¾u½�Å�²¶º¤¹�¾¶Â�½j¸�»Ä¹�Å

TY

Ë �Õ±|à
»Ä¿¼¿3½j¿Ä²�¹
à
¾¶»¼¸u±

EY (g) =
R

Y
g

m[Y ]

Ë 
b»ÄÅ�½j¿Ä¿¼È�À(º¤¹�¾
t ∈ R

À btc Á¢±IÅ¢¹�¸u±I²Ç¸�°¢±o»ÄÅ%¸u±IÆ�±�¾�Þ¢½�¾¶¸
¹�º
t
Ë
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 �7
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�� Ï`Ø
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 �Ð(�)�

f : X → R
Ð(�ÍÙ���ØdÏ &(�¶Ð � ÒÄÏ $ �'�3Ô`Ø2Ùs×��ÍÎ	ÙqØqÖ IzÐ(��Ù#�UÖ(Ù��'&@Ù���Ø^Ï &(�¶Ð�Ò * � Ï`Ø Y ⊂ X

Ö�Ð I�Ï ;�×3�`ÙqØ2ÙDI�ÏD:�Ï�Ð������uÏ * � ×��
y ∈ Y

 �Î ��ÙqØdÏ
ϕ(y) = inf{n > 0 | T n(y) ∈ Y } Ð(�)�

fY (y) =
∑ϕ(y)−1

k=0 f(T ky) *��Ï�Ð��!���':�ÏoØqÖ�Ï $�×zÒqÒÄ×zÎ	Ù��'&�;)�u×!;�Ï���Ø2ÙsÏ!�
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? * + Ö�Ï��uÏ£ÏLK�Ù#�`Ø��£Ð � Ï AC�;Ï��3ÔUÏ
Bn → +∞  �Î	ÙqØqÖ

infr>n
Br

Bn
> 0

 H����ÔUÖ�Ø¤Ö�Ð�Ø
fY
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� * + Ö�Ï��uÏ*ÏLK�Ù#�`Ø��
b > 0

���;ÔUÖ�Ø¤Ö�Ð�Ø� �Ù��ÍØ¤Ö�Ï �.Ð�Ø �'�¶Ð�Ò�ÏLK�Ø^Ï��=�`Ùs×��ü×>$
TY
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Nb

∑N−1
0 fY (T k

Y y)
ØdÏ��)����Ð�Ò :�×3�`Ø

Ï I�Ï���ÓzÎbÖ�Ï��uÏoØ^×
0

ÎbÖ�Ï��
N → ±∞ *

� * + Ö�Ï��uÏ,ÏLK�Ù#�`Ø��
B′

n = O(B
1/b
n )

����ÔUÖ­Ø¤Ö�Ð�Ø SY
n ϕ−nEY (ϕ)

B′
n

ÔU×�� I�Ï�� &(Ï!�oÙ�� ��Ù#�`Ø���Ù � �GØ0Ùs×�� *

+ Ö�Ï���ØqÖ�Ï $ �'�3Ô`Ø2Ùs×��
f
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E
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eit Snf
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Ù * Ï *  Snf
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ØdÏ��)���oÙ�� ��Ù#�`Ø ��Ù � �(Ø2Ùs×���Ød×
Z *
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Y
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ϕ
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Y
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²¶°¢¹�³¢¿¼ÁÊ´B±,¾¶±�Þ¢¿Ä½�·�±IÁ

à
»�¸u°
1/EY (ϕ)
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fY
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f
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½�Þ�Þ¢¾�¹�Þ�¾�»�½z¸u±�º¤³¢Å¢·`¸u»¼¹�Å¢²

B(T )
ê
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ë`À
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����� � ���H�,.9�5. � 0#���7� � � �,��� . �7� . ;#+# �)���5+($ $�3����*$�. �H�*+��
(P1)

ì�±I¸
f0 : X0 → R

´.±oÿ���¿ÄÁ¢±I¾�·�¹�Å%¸u»¼ÅE³¢¹�³¢²Ç½�Å¢Á­²u½z¸u»Ä²}ºqÈ
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Ë�ãdÅ­Þ�½�¾}¸u»Ä·I³¢¿�½j¾�À
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Ë 	|±IÜ�Å�±�½�²
»¼Å��G±�·`¸u»Ä¹�Å �
º¤³¢Å�·I¸u»¼¹�Å¢²
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ḡ − f̄
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µ∆(|g| > x) ∼ x−2l(x)
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à
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l(x) =
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2π
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L(x) =
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π
log(x) ∼ 2
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u
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√
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kx)
Ë*ã ¸

»¼²�·I¹�Å¢²}¸U½�Å%¸R¹�ÅÕ±�½�·U°Ì²¶±I¸
∆̄0,i

À!½�Å¢Áá·�¹�¾¶¾�±�²¶ÞB¹�Å¢Á¢²o¸u¹@¸u°¢±�ÅE³¢Â,´.±�¾o¹�º�¸�»ÄÂ�±�²�¸�°¢±�¹�¾�»ÄÆ�»ÄÅ�½�¿!Â�½jÞ
T0

»¼²�¸u¹­´B±
½�Þ�Þ¢¿Ä»¼±�Á,¸u¹

Ri

²¶¹o¸�°�½j¸	¸�°¢»Ä²	²^îd²�³�´¢¾�±I·I¸U½jÅ¢Æ�¿Ä±
Â�½�ô�±I²�½�º¤³�¿Ä¿�ê2õß½�¾¶ô�¹ Û�ë	¾¶±I¸�³¢¾�Å£¸u¹�¸u°�±Ç´¢½�²�±
R
Ë �G»ÄÅ¢·I±

ϕ
´.±�¿¼¹�Å¢Æ�²

¸�¹ß±IÛ�±�¾}È
Lp(∆̄0)

º¤¹�¾
p > 1

½jÅ¢Á
ϕ+ ∈ Lp(X)

º¤¹�¾
1 6 p < 2

À�¸u°¢±�º¤³¢Å¢·`¸u»Ä¹�Å
A

´B±I¿Ä¹�Å�Æ�²�¸�¹
Lp(∆̄0)

º¤¹�¾
1 6 p < 2

Ë	ã º
x, y

½j¾�±�¹�Å@¸u°¢±o²�½�Â�±�³�Å¢²¶¸u½�´¢¿Ä±o¿¼±�½jº�»ÄÅ­½�¾�±I·I¸u½�Å¢Æ�¿¼±
∆̄0,i

À�à�±R°¢½ Û�±

|f̄0(x) − f̄0(y)| 6 CA(x)τ s(x,y) ê � �<ë
º¤¹�¾Ç²�¹�Â�±R·�¹�Å¢²}¸U½�Å%¸

C > 0
½�Å¢Áß²�¹�Â�±�·I¹�Å¢²¶¸u½�Å%¸

τ < 1
Ë�ÿ�±I¾�±jÀ

s(x, y)
»Ä²Ç¸u°¢±R²�±IÞ�½�¾u½z¸u»Ä¹�Å�¸u»¼Â�±o¹�º

x
½�Å¢Á

y
Ë

õ�¹�¾�±�¹ Û�±�¾�À;»�º
x, y

½�¾�±�¹�Å­¸�°¢±o²u½�Â�±�²¶¸u½�´¢¿Ä±�¿¼±�½jº!»ÄÅ­½�¾�±I·I¸u½�Å¢Æ�¿¼±
∆̄0,i

À

|f̄0(x) − f̄0(y)| 6 CA(x)d(πXx, πXy)
α.

ê � ��ë
º¤¹�¾�²¶¹�Â�±

α > 0
Ë

�G»¼Å¢·�±�¸�°¢±�²}¸U½�´¢¿¼±�¿Ä±�½�Û�±�²
½j¾�±�·I¹�Å%¸u¾u½j·I¸u±IÁß½z¸�±�½j·U°�»�¸u±�¾�½j¸u»¼¹�Å�´%È*½j¸�¿Ä±�½�²¶¸
λ < 1

À�¸u°¢±�½j¸u¹�Â�²�¹�º�¸�°¢±
σ
îd½�¿ÄÆ�±I´¢¾u½

Ūn
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0 h) ◦ Un
0 6 ‖h‖L2

∥∥(Ûn
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»¼¸u°@Å¢¹�¾�Â�½�¿Ä»¼ï�½j¸�»Ä¹�Å √
n log n

Ë �(»ÄÅ¢·I±
√
n = o(

√
n log n)

Àbà�±Ú·�½jÅÉ³¢Å�º¤¹�¾}¸u³¢Å�½z¸u±�¿�ÈáÅ¢¹�¸£½�Þ�Þ¢¿¼Èá¯�°¢±I¹�¾�±IÂ � Ë���à
»¼¸�°
b = 1

ËÊÿÇ¹ à�±`Û�±�¾IÀ�»�º�à�±Ú·�½�Å
Þ¢¾¶¹ Û�±�¸�°¢±�º¤¹�¿¼¿Ä¹ à
»ÄÅ�ÆÚ¿Ä±�Â�Â�½�À�¸u°¢±IÅÌ¸u°¢»¼²�¸�°¢±�¹�¾�±�Â ½�Þ�Þ¢¿Ä»¼±�²�à
»¼¸�°

b < 1
Àb½�Å¢ÁÌ¸�°¢»Ä²�·�¹�Å¢·�¿¼³¢Á¢±�²�¸u°¢±�Þ¢¾¶¹G¹�º�¹�º

¯�°¢±I¹�¾�±IÂ ��Ë���Ë
� �'
 
 0 �7
 �7
�� ×���Ð�ÒqÒ

b > 1/2
 

1

|n|b
n−1∑

k=0

f ◦ T k → 0
ê � � ë

Ð�Ò :�×3�`Ø�Ï I�Ï���ÓjÎbÖ�Ï��uÏoÙ��
X

ÎbÖ�Ï��
n→ ±∞ *

GH�u× ×>$ * �Õ±ÇÜ�¾¶²¶¸�±�²}¸u»ÄÂ�½j¸�±
¸�°¢±|Á�±�·�½�È�¹�º3·�¹�¾¶¾�±�¿Ä½j¸u»¼¹�Å¢²�¹�º
f̄0

º¤¹�¾
Ū0

Ë �Õ±Çà
»¼¿Ä¿¢³�²�±�¸�°¢±|Å�¹�¸U½j¸�»Ä¹�Å�²	¹�º8¸u°�±�Þ¢¾¶¹G¹jº
¹�ºbì�±�Â�Â�½ � Ë���Ë �Õ±�°�½�Û�±
∫
f̄0 · f̄0 ◦ Ū2n

0 =

∫
f̄0 · E(f̄0 ◦ Ūn

0 | B0) ◦ Ūn
0 +

∫
f̄0 ·

(
f̄0 ◦ Ū2n

0 − E(f̄0 ◦ Ūn
0 | B0) ◦ Ūn

0

)
.

ê � �%ë

¯�°¢±�·�¹�ÅE¸�¾u½�·`¸u»¼¹�ÅoÞ¢¾�¹�Þ.±�¾}¸u»¼±�²�¹�º
Ū0

½�¿¼¹�Å¢Æ�²}¸U½�´¢¿¼±	Â�½jÅ¢»¼º¤¹�¿¼Á¢²8½jÅ¢Á*ê � ��ëBÆ�»¼Û�± |f̄0◦Ūn
0 (x)−E(f̄0◦Ūn

0 | B0)(x)| 6

CA(Ūn
0 x)λ

αn Ë�ÿÇ±�Å¢·I±�À�¸u°¢±o²¶±�·�¹�Å¢Áß»¼ÅE¸�±�Æ�¾�½�¿8»¼Åáê � �%ë�»¼²
½j¸
Â�¹�²¶¸
∫

|f̄0| · A ◦ Ū2n
0 λαn

6
∥∥f̄0

∥∥
L2+ε2

‖A‖Lp λ
αn,

à
°¢±I¾�±
p < 2

»Ä²�·U°¢¹�²�±�Å�²�¹�¸u°¢½j¸ 1
2+ε2

+ 1
p

= 1
Ë�ÿ�±IÅ¢·�±jÀ;¸�°¢»Ä²�¸�±�¾¶Â�Á¢±�·�½�ÈG²�±`ÝGÞ.¹�Å¢±�Å%¸�»�½�¿¼¿¼È�º0½�²¶¸�Ë

ø]�



ãdÅ­¸u°¢±�Ü�¾¶²¶¸�»ÄÅ%¸u±IÆ�¾u½�¿3¹�ºRê � ��ë�À¢¸�°¢±�º¤³�Å¢·I¸�»Ä¹�Å
E(f̄0 ◦ Ūn

0 | B0) ◦ Ūn
0

»Ä² B0

î Â�±�½�²�³¢¾�½�´¢¿¼±�ê0»sË ±�Ë�À�·�¹�Å¢²¶¸u½�Å%¸�½�¿¼¹�Å¢Æ
²}¸U½�´¢¿¼±o¿Ä±�½�Û�±�²Uë�Ë�ÿ�±�Å�·�±�À�¸�°¢»Ä²�»¼ÅE¸�±�Æ�¾�½�¿8»¼²�±_
E³�½�¿8¸�¹

∫
h̄ · E(f̄0 ◦ Ūn

0 | B0) ◦ Ūn
0 .

ê � ç�ë
ì�±I¸

h̄n = E(f̄0 ◦ Ūn
0 | B0)

À�»¼¸o»¼² B0

îdÂ�±�½�²¶³¢¾u½j´¢¿Ä±£½�Å�ÁÕÁ¢±`Ü�Å¢±I²,½Úº¤³¢Å¢·I¸�»Ä¹�Å
hn

¹�ÅÊ¸u°¢± 
E³¢¹�¸�»Ä±�Å%¸
∆0

Ë�¯�°�±
»¼ÅE¸�±�Æ�¾�½�¿�ê � ç�ë�»Ä²�¸�°¢±�Å­±_
E³�½j¿�¸�¹

∫

∆0

h · hn ◦ Un
0 =

∫
Ûn

0 h · hn.
ê � �%ë

¯�°¢±
L2 î Å¢¹�¾¶Â ¹jº

hn

»Ä²�´B¹�³¢Å¢Á¢±IÁÚ»ÄÅ¢Á¢±IÞB±IÅ¢Á¢±IÅE¸�¿¼È�¹�º
n
Ë�å�ÈÊê � øEë�À8ê � ��ë�»Ä²�±`ÝGÞ.¹�Å¢±�Å%¸�»�½�¿¼¿¼È£²�Â�½�¿¼¿sË�¯�°¢»Ä²�Þ�¾�¹ Û�±I²

¸�°�½j¸ ∫
f̄0 · f̄0 ◦ Ū2n

0

Á¢±�·�½�ÈG²�±`ÝGÞ.¹�Å¢±�Å%¸�»�½�¿¼¿¼È�ËbãdÅ­¸�°¢±o²u½�Â�±�à�½�È�À ∫
f̄0 · f̄0 ◦ Ū2n+1

0

Á�±�·�½�È(²|±�ÝGÞB¹�Å�±�Å%¸u»Ä½�¿Ä¿�È�Ë
�G»¼Å¢·�±o¸u°�±R·I¹�¾�¾¶±�¿�½z¸u»Ä¹�Å¢²�¹�º

f̄0

Á¢±I·�½�È­±`ÝGÞ.¹�Å¢±�Å%¸�»�½�¿¼¿¼È�º0½j²¶¸|½�Å¢Á
f̄0 ∈ L2 À�ä �o½�·�è���À;¯�°¢±I¹�¾�±IÂ � �jé�»ÄÂ�Þ¢¿¼»Ä±�²�¸�°�½j¸

1
nb

∑n−1
k=0 f̄0 ◦ Ūk

0

¸u±�Å�Á¢²Ç¸�¹£ï�±�¾¶¹�½j¿ÄÂ�¹�²¶¸�±`Û�±I¾¶ÈEà
°¢±�¾¶±�à
°¢±IÅ
n→ +∞ À¢º¤¹�¾
½�¿¼¿

b > 1/2
Ë

�Ç¹<à�¸u¹o²�±I±Ç¸�°�½j¸ 1
nb

∑n−1
k=0 f̄ ◦ Ūk ¸�±�Å¢Á�²�¸�¹RïI±�¾¶¹R½j¿ÄÂ�¹�²¶¸	±`Û�±I¾¶ÈEà
°¢±�¾¶±�»ÄÅ

∆̄
à
°¢±�Å

n→ +∞ À�º¤¹�¾�½j¿Ä¿
b > 1/2

À
à�±£³¢²�±­äæõ�¯
÷�ø¢À�ì�±�Â�Â�½ �GËn�­ê0½%ë^é!à
°¢»Ä·U°áÆ�»�Û�±�²�¸�°¢»Ä²|·�¹�Å%Û�±I¾�Æ�±IÅ¢·�±�¹�Å

∆̄0

Ë,ÿÇ¹<à�±IÛ�±�¾IÀ!´%È�¸�°¢±�±�¾¶Æ�¹GÁ�»Ä·�»�¸dÈß¹jº
Ū
À(¸�°¢±Ç²�±I¸�¹�Å�à
°�»Ä·U°�¸�°¢»Ä²�·�¹�ÅEÛ�±�¾¶Æ�±�Å¢·I±�°¢¹�¿¼Á¢²�Â�³¢²¶¸�°�½�Û�±�±�»¼¸�°¢±�¾�º¤³¢¿¼¿�¹�¾�ïI±�¾¶¹,Â�±�½�²�³�¾�±�ËV�|²

∆̄0
°¢½�²�Þ.¹�²¶»¼¸u»�Û�±

Â�±�½�²¶³¢¾�±jÀGà�±|Æ�±`¸�¸�°¢»Ä²�·�¹�ÅEÛ�±�¾¶Æ�±�Å¢·I±o½�¿ÄÂ�¹�²}¸�±IÛ�±I¾¶ÈEà
°¢±I¾�±�¹�Å
∆̄
Ë 
!»ÄÅ�½�¿¼¿¼È�À�¸u°¢»¼²�»¼Â�Þ�¿Ä»Ä±I²�¸u°¢±Ç²u½jÂ�±
º¤¹�¾

f
»¼Å
X

Ë
�Õ±o°�½�Û�±�Þ¢¾�¹ Û�±IÁÉê � � ë�º¤¹�¾
½�Å%È

b > 1/2
à
°�±�Å

n→ +∞ Ë
¯�¹ÚÁ¢±�½j¿!à
»¼¸�°

n → −∞ ÀBà�±,Æ�¹*¸u¹�¸�°¢±,Å�½j¸�³¢¾u½j¿!±�ÝG¸�±�Å¢²¶»Ä¹�Å3Ë�ã ¸�»Ä²�²�³�þ�·�»¼±�Å%¸�¸u¹�Þ¢¾�¹ Û�±,¸�°¢±,¾¶±�²�³�¿¼¸|º¤¹�¾
f̄0

»ÄÅ
∆̄0

À¢²¶»ÄÅ¢·I±�¸u°¢±�Þ¢¾¶±IÛ(»Ä¹�³¢²�¾�±�½�²�¹�Å�»ÄÅ¢Æ�²}¸u»Ä¿¼¿8½�Þ�Þ¢¿Ä»¼±�²oê¤³¢²�»¼Å¢Æ,¸u°¢±�º0½j·I¸�¸�°�½j¸�¸u°�±�Å�½j¸u³�¾u½�¿B±`Ý(¸u±IÅ¢²�»¼¹�Å�»¼²�º¤³¢Å¢·`¸u¹�¾¶»�½�¿2À
»2Ëæ±jË¼ÀE¸u°¢±ÇÅ�½j¸�³¢¾u½j¿.±�Ý(¸u±�Å�²�»Ä¹�Å�·�¹�Â�Â,³G¸u±�²�à
»¼¸�°�»¼Å¢Á¢³¢·`¸u»¼¹�Å�½jÅ¢Á�Þ¢¾¶¹zµ¶±�·`¸u»¼¹�Å¢²Uë�Ë�ãdÅ�¸�°¢±�Å¢½j¸u³¢¾�½�¿;±`Ý(¸u±IÅ¢²�»¼¹�Å

∆̄′
0

¹jº
∆̄0

À¢à�±�°�½�Û�± ∫
f̄ ′

0 · f̄ ′
0 ◦ Ū ′

0
−n =

∫
f̄0 ◦ Ūn

0 · f̄0

À¢à
°¢»Ä·U°�»Ä²
±`ÝGÞ.¹�Å¢±IÅE¸�»�½�¿¼¿¼È�²�Â�½�¿Ä¿2Ë	ÿ�±IÅ¢·�±jÀbä �o½�·�è��GÀ�¯�°¢±�¹�¾¶±�Â
� �zé�²¶¸�»Ä¿Ä¿8½�Þ¢Þ¢¿¼»Ä±�²�½�Å¢Á­Æ�»¼Û�±�²�¸u°¢±oÁ¢±I²�»¼¾�±�Á­¾�±I²�³¢¿�¸�Ë
� �'
 0=��� �7
 �7
 ��²

µ0(X) > 0
À�à�±
Â�½�È�½jÞ¢Þ¢¿¼È*äöõ­¯
÷�ø¢ÀEì�±�Â�Â�½5�(Ën�Rê2½�ë^ézµ¶³�²¶¸�½�²�à�±ÇÁ�»ÄÁ£»ÄÅ,¸�°¢±�Þ¢¾�¹(¹�ºB½�´.¹ Û�±

¸�¹�²¶±�±�¸u°�½z¸|ì�±IÂ�Â�½ � Ë � »¼Â�Þ�¿Ä»Ä±I²
1

|n|b
n−1∑

k=0

f0 ◦ T k
0 → 0

½�¿¼Â�¹�²¶¸�±`Û�±�¾}ÈEà
°¢±�¾¶±�à
°¢±�Å
n→ ±∞ À�º¤¹�¾
½�Å%È

b > 1/2
Ë

� ¬���¦Ú©�� � � ª�� � � � ¦�§ �

�Õ±o½�¾�±�Â�³¢·U°@Æ�¾u½j¸�±Iº¤³¢¿.¸u¹ 	�Ë �Gï ��²¶ï�½�Å¢Á@¯�Ë ��½�¾qµ��*º¤¹�¾�³¢²¶±Iº¤³¢¿8Á�»Ä²�·I³¢²�²¶»Ä¹�Å�²�½jÅ¢Á*º¤¹�¾�¸�°¢±�»¼¾�Ûj½�¿Ä³�½j´¢¿Ä±�¾�±�Â�½�¾¶ô(²
¹�Å­±�½j¾�¿Ä»¼±�¾�Û�±�¾¶²�»Ä¹�Å¢²
¹�º!¸�°¢±oÂ�½jÅ(³�²�·�¾¶»ÄÞ�¸�Ë	¯�°¢»Ä²�Þ¢½�ÞB±I¾
°�½�²
Æ�¾�¹ à
Å@¹�³�¸Ç¹�º!Á¢»¼²�·�³�²�²�»¼¹�Å¢²�à�±�°¢½�Áß½z¸�¸u°¢±Rù�ã^ó�õ
·I¹�Å�º¤±�¾¶±�Å¢·I±@¹�ÅüÂ,³¢¿¼¸�»�î Á¢»ÄÂ�±�Å¢²¶»Ä¹�Å¢½�¿�Å¢¹�Å(îd³¢Å¢»�º¤¹�¾�Â�¿¼ÈÊ°%È(Þ.±�¾�´.¹�¿¼»Ä·*²}ÈG²}¸u±IÂ�²£»ÄÅ�õ�½�¾�²¶±�»Ä¿¼¿Ä±�»ÄÅ�õß½�È �j÷�÷�ø¢À�½�Å�Á
à
°¢»¼¿Ä± �.ËT��ËBÛ(»Ä²¶»¼¸u±IÁ�¸u°¢±�ãdÅ¢²¶¸�»¼¸u³G¸u±�¹�º�õß½j¸�°¢±�Â�½j¸�»Ä·�²�¹�º�¸u°¢±£å ��¯ �>»¼Å ��·I¸�¹�´B±I¾{��÷�÷�ø�Ë�¯�°¢±�°¢¹�²¶Þ¢»¼¸u½�¿Ä»�¸dÈ�¹jº
´.¹�¸u°�»¼Å¢²¶¸�»¼¸�³�¸u»¼¹�Å¢²�ÀB½�¿¼¹�Å¢Æ�à
»�¸u°ß¸�°¢±,Ü�Å�½�Å�·�»�½j¿!²¶³¢Þ¢Þ.¹�¾¶¸�¹jº�ÿÇ³¢Å¢Æ%½j¾�»�½jÅ �|½j¸�»Ä¹�Å¢½�¿ 
;¹�³¢Å¢Á�½j¸�»Ä¹�Å�º¤¹�¾ �G·I»Ä±IÅE¸�»¼Ü�·
ó
±�²¶±�½�¾¶·U°Éê.��¯ � ��ë�À�Æ�¾u½jÅE¸�²
¯H����÷��a��½�Å�Á­¯ �G÷�ø%÷%çK��è£»¼²�¸u°�½jÅ¢ô%º¤³¢¿Ä¿�ÈÚ½�·UôEÅ¢¹ à
¿Ä±IÁ¢Æ�±IÁ8Ë

� � ¨b©£© �ð©�� � � � � � �����
ì�±I¸

U0

´.±�¸u°¢±�Â�½�Þ*»¼Å¢Á¢³¢·I±�Á@´%È
U

¹�Å*¸�°¢±�´�½�²¶»Ä²
∆0

¹�º�¸u°�±�¸u¹ à�±I¾�Ë 	|±IÅ¢¹�¸u±o´%È
ϕ

¸�°¢±|Ü�¾¶²¶¸
¾�±`¸u³¢¾¶ÅÚ¸u»ÄÂ�±|¹�Å
¸�°¢±,´�½�²¶»Ä²IÀ3²�¹�¸u°�½j¸

U0(x) = Uϕ(x)(x)
ËP��¹�¸�±R¸u°¢½j¸

ϕ(x)
·�½�ÅÊ½�¿Ä²¶¹�´.±�Á¢±`Ü�Å¢±IÁ�º¤¹�¾

x ∈ ∆ \ ∆0

½�²Ç¸u°¢±�Ü¢¾�²¶¸
°¢»�¸�¸�»ÄÅ¢Æ,¸�»ÄÂ�±�¹�º�¸u°¢±o´�½�²¶»Ä²IË

ø��



ì�±I¸
F

´.±�½,Ü�Å¢»¼¸�±o²�³¢´¢²¶±I¸�¹�º
N
Ë�ì�±`¸

(ni)i∈F

´.±oÞB¹�²�»¼¸�»¼Û�±�»ÄÅ%¸u±IÆ�±�¾¶²�Ë�ì�±I¸

K(F, ni) = {x ∈ ∆0 | ∀i ∈ F, ϕ(U i
0x) = ni}.

� �'
 
 0�� 
���
 + Ö�Ï��uÏ,ÏLK�Ù#�`Ø%��Ð­ÔU×��=�`Ø Ð(��Ø
C

���;ÔUÖ­ØqÖ�Ð�Ø% �$�×��RÐ�ÒqÒ
F

Ð(�)�
ni

Ð���Ð � ×JI�Ï! 
µ∆(K(F, ni)) 6

∏

i∈F

(Cρni).

GH�u× ×>$ * ¯�°¢±�Þ�¾�¹(¹�º�»Ä²�´%È »¼Å¢Á¢³¢·`¸u»¼¹�Å ¹�Å
maxF

À
½�Å¢Á ¸�°¢±ß¾¶±�²�³�¿¼¸*»¼²�¸�¾�»¼Û(»Ä½�¿�à
°¢±�Å
F = ∅ Ë �Õ¾�»¼¸�±

F ′ =
{i− 1 | i ∈ F, i > 1} ½jÅ¢Á8À¢º¤¹�¾

i ∈ F ′ À�²¶±I¸ n′
i = ni+1

Ë
»�º

0 6∈ F
À
K(F, ni) = U−1

0 (K(F ′, n′
i))

Ë �G»¼Å¢·�±
U0

Þ¢¾�±I²�±I¾¶Û�±I²
µ∆

½�Å¢Á
maxF ′ < maxF

ÀGà�±oÆ�±`¸�¸u°¢±�¾¶±�²¶³¢¿¼¸�Ë
�|¸u°�±�¾¶à
»¼²�±jÀ

0 ∈ F
Ë�¯�°¢±IÅ

K(F, ni) = U−1
0 (K(F ′, n′

i)) ∩ {x ∈ ∆0, ϕ(x) = n0}
Ë�å�È@´B¹�³�Å¢Á¢±�Á�Á¢»Ä²}¸u¹�¾}¸u»¼¹�Å8À

à�±RÆ�±I¸
µ∆(K(F, ni)) 6 Cµ∆(K(F ′, n′

i))µ∆{x ∈ ∆0, ϕ(x) = n0} 6 Cµ∆(K(F ′, n′
i))ρ

n0.
� �'
 
 0�� 
65 
 + Ö�Ï��uÏ,ÏLK�Ù#�`Ø

C > 0
Ð(�)�

θ < 1
����ÔUÖ@ØqÖ�Ð�Ø% �$�×��RÐ�ÒqÒ

n ∈ N
 

∫

U−n∆0

τΨn 6 Cθn.

GH�u× ×>$ * ì�±I¸
κ > 0

´B±�Û�±I¾¶È@²¶Â�½�¿¼¿	ê¤°¢¹ à ²�Â�½�¿¼¿Bà
»Ä¿¼¿8´.±�²�Þ.±�·�»�Ü�±�Á�¿�½j¸�±�¾�»¼ÅÚ¸u°¢±oÞ¢¾¶¹G¹�ºuë`Ëb¯�°¢±�Å

U−n∆0 ⊂ {x ∈ ∆ | Ψn(x) > κn} ∪ {x ∈ ∆ | ϕ(x) > n/2} ∪ {x ∈ ∆ | ϕ(x) < n/2,Ψn(x) < κn}.
��Å�¸u°¢±�Ü¢¾�²¶¸�¹jº.¸�°¢±�²¶±
²�±I¸�²�À

τΨn 6 τκn À�à
°�±�Å¢·I±Ç¸�°¢±�»ÄÅ%¸u±IÆ�¾u½j¿G¹�º
τΨn

»Ä²�±�ÝGÞB¹�Å�±�Å%¸u»Ä½�¿Ä¿�ÈR²¶Â�½j¿Ä¿sË�¯�°¢±�²¶±�·�¹�Å¢Á�¹jº
¸�°¢±�²¶±|²�±`¸u²�°�½�²�±`ÝGÞ.¹�Å¢±�Å%¸�»�½�¿¼¿¼È�²¶Â�½�¿¼¿¢Â�±�½�²¶³¢¾�±jË 
b»ÄÅ¢½�¿Ä¿�È�À�¸�°¢±�¿Ä½�²¶¸�¹jº3¸u°�±�²�±�²�±`¸u²�»Ä²�·�¹�Å%¸u½�»ÄÅ¢±IÁ�»¼Å ⋃n/2

i=0 U
−iΓn

À
à
°¢±I¾�±

Γn = {x ∈ ∆0 |
∑

06i6κn

ϕ(U i
0x) > n/2}.

¯�¹�·�¹�Å�·�¿Ä³�Á¢±|¸u°�±�Þ¢¾�¹(¹�º�¹�º�¸�°¢±�ì�±�Â�Â�½�ÀG»�¸�»¼²�²¶³�þ�·�»Ä±IÅ%¸�¸u¹,Þ¢¾¶¹ Û�±�¸u°¢½j¸�¸u°�±�Â�±�½�²�³�¾�±�¹�º
Γn

»Ä²�±`ÝGÞB¹�Å¢±�Å%¸u»Ä½�¿Ä¿�È
²¶Â�½�¿¼¿sË
¯!½�ô�±

L ∈ N
²�³¢·U°Í¸�°�½j¸ ∀n > L, (Cρ)n 6 ρn/2 À!à
°�±�¾�±

C
»¼²�¸u°¢±�·�¹�Å¢²}¸U½�Å%¸�Æ�»¼Û�±�ÅÌ´%ÈÕì�±�Â�Â�½ ��Ë���Ë�
�¹�¾

x ∈ Γn

À�¿¼±I¸
F (x) := {0 6 i 6 κn | ϕ(U i

0x) > L} Ë	¯�°¢±IÅ
∑

i∈F (x)

ϕ(U i
0x) >

n

2
−
∑

i6∈F (x)

L > (1/2 − Lκ)n.

¯�°¢»¼²
»ÄÂ�Þ¢¿Ä»¼±�²�¸�°�½j¸
Γn ⊂

⋃

F⊂[0,bκnc]

⋃

ni>L
P

i∈F ni>(1/2−Lκ)n

K(F, ni).

å�ÈÚì�±IÂ�Â�½ ��Ë���À¢à�±RÆ�±I¸

µ∆(Γn) 6
∑

F⊂[0,bκnc]

∑

ni>L
P

i∈F ni>(1/2−Lκ)n

∏

i∈F

(Cρni) 6

bκnc∑

k=0

(bκnc
k

) ∑

n0,...,nk−1>L
P

ni>(1/2−Lκ)n

(Cρn0) . . . (Cρnk−1)

6 2κn
∑

06k6κn

∑

n0,...,nk−1>L
P

ni>(1/2−Lκ)n

ρ
P

ni/2
6 2κn

∑

06k6κn

∑

n0,...,nk−1∈N
P

ni>(1/2−Lκ)n

ρ
P

ni/2.
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r ∈ N

À

∑

n0+···+nk−1=r

ρ
P

ni/2 = ρr/2 Card{n0, . . . , nk−1 |
∑

ni = r} = ρr/2

(
r + k

k

)
6 ρr/2 (r + k)k

k!
.
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µ∆(Γn) 6 2κn
∑

06k6κn

∑

r>(1/2−Lκ)n

ρr/2 (r + k)k

k!
.

¯�°¢±�²¶±_
E³¢±IÅ¢·�±
ur = ρr/2 (r+k)k

k!

²�½j¸u»¼²¶Ü�±I² ur+1

ur
6 ρ′ := ρ1/2e

κ
1/2−Lκ

º¤¹�¾|½�¿Ä¿
r > (1/2 − Lκ)n

½�Å¢Á
k 6 κn

Ë
»�º
κ
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ρ′ < 1
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µ∆(Γn) 6 2κn
∑

06k6κn

ρ(1/2−Lκ)n/2

(
(1/2 − Lκ)n + κn

)k

k!

1

1 − ρ′
6

2κn

1 − ρ′
ρ(1/2−Lκ)n/2

∑

06k6κn

nk

k!
.

¯�°¢±�²�±�
E³¢±�Å¢·I± nk
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k 6 n
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µ∆(Γn) 6
2κn

1 − ρ′
ρ(1/2−Lκ)n/2(κn + 1)

nbκnc

bκnc! .
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θ
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α > 0
²�¹�¸u°�½z¸

eεαθ < 1
Ë�¯�°¢±IÅ

U−n∆0 ⊂ {x ∈ ∆ | ω(x) > αn} ∪
[
{x ∈ ∆ | ω(x) < αn} ∩ U−n∆0

]
.
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∫

U−n∆0

eεωτΨn 6

∫

ω>αn

eεω + eεαn
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U−n∆0

τΨn .
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